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AVANT PROPOS 


Chers élèves de la 7°" AS, 


Nous sommes heureux de mettre à votre disposition cette nouvelle 
collection, "ES-SEBIL pour réussir au bac", qui constituer 


a, nous l'espérons, un réel cheminement au succès. 


A travers cette collection, le Département cherche, à court terme, à 
améliorer l'enseignement/apprentissage afin d'avoir, de manière concrète, un 
impact positif sur le niveau des apprenants. 


Cette collection touche le programme en vigueur dans toutes ses dimensions 
aussi bien théoriques que pratiques: rappels de cours, exercices corrigés et 
exercices d’entrainement. Elle couvre toutes les disciplines de bases, toutes séries 
confondues: sciences de la nature (SN), mathématiques (M) et lettres (LM et LO). 


Permettez-nous, ici, d'exprimer nos sincères remerciements à nos frères 
inspecteurs pour leurs efforts vivement louables et sincèrement reconnus. 


Nous vous souhaitons, chers candidats au bac, plein succès et réussite et 
prions qu'Allah, le Tout-Puissant, vous aide à en tirer profit. 


Jedi af dl le s 


L’Inspecteur Général 
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I. RESUME DE COURS 


Le nombre i 


Il existe dans l’ensemble des nombres complexes C un élément 


n'appartenant pas à R , noté i tel que i’ --1. 


Le nombre i est solution dans C de l’équation x +1=0. 


On a alors : | i =, if =1, 


Opérations dans C 


Soient a,b , a’ et b’ des réels. z=a+ib, z'=a'+ib'. 


1) (a+ib=a'+ib”) & (a=a';b=b') 4)  (a+ib) =a? -b° +2abi 
2) z+2'=a+a'+i(b+b") 5) (a—ib) =a? —b? —2abi 
3) zz'=aa'—bb'+i(ab'+a'b) 6) (a +ib)(a —ib) =a? +b’ 


a—ib a . b 
= = —] 
a+ib (a+ib)(a—-ib) a?+b? a+b’ 


7) a+ibx0> 


Définitions et vocabulaire 


Soient a et b des réels et z=a+ ib. 


Forme algébrique de z L'écriture z=a+ib 


Partie réelle de z Re(z) =a 
Partie imaginaire de z Im(z) =b 
Le conjugué de z z=a-ib 


Le module de z 


Val =Vzz = Va? +b? 


Argument de z où z 40 . On note argz 


argz = 0 [emo À. sino =o] 
Z 


z| 


Forme 
(z + 0;argz = 0) 


trigonométrique de 


avec 


z =|z|(cos0 +isin 0) 


Forme exponentielle de z avec (z +0;argz = 0) 


el? 


z=|z 


Nombres complexes 
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Représentation géométrique des nombres complexes 


Le plan est muni d’un repère orthonormé (O;ü, Ÿ) . Soient a et b des réels. 


A tout nombre complexe z=a+ib, on peut associer le point M(a;b) du plan. 


Le plan est appelé le plan complexe. 


Le point image du nombre complexe z=a+ib M(a;b) 


Le vecteur image du nombre complexe z=a+ib om|+) 


L’affixe du point M(a;b) et du vecteur om +) 


Le nombre complexe 


z=a+ib 
L'affixe du vecteur AB Le nombre z, -z, 
L'affixe du milieu du segment [AB] Le nombre +2 
La distance AB AB =|z, —Z,| 
A 
5 
(a:b) 
x 
— 
Conjugué d'un nombre complexe 
Soient a,be IR etz, z, , z, des nombres complexes. 
1) z=a+ib>z=a-ib 7) z=z 
2) z=a+ib > zz =a° +b’ 8) 2,+2,=2,+2, 


3) z est réel oz=z ETENA 
4) z est imaginaire pur & z=-z = du 
Es si 10) z" =(z) , nez 

Z+Z 


5) Re(z) = a EY | 
11) A z,*0 
Z 


2i cm 
12) (2)-2, 2, #0 
Z, Z, 


N | 


Z 


6) Im(z) = 


Nombres complexes 
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Module d'un nombre complexe 


Soient a,be IR etz, z, , z, des nombres complexes. 


1) |z|=V/zz 
2) z=a+ ib > |z| = Va? +b° 


3) z|=0&z=0 
d =-= 
5) zz,|=|z||z;| 
6) |z" =|z|", ne Z 


7) Hak, 220 
z| | 

8) zla ,2, #0 
z,| [z,| 

9) z,+2,|<|z,|+|z,| 


(L'inégalité triangulaire) 


10) AB=|z, —z,| 


Argument d'un nombre complexe 


Soient Z, z, , z, des nombres complexes non nuls. 


1) argz= aye =-—argZ 
Z 
2) arg(z,z,}= argz,+argz, 


3) argz" =nargz, neZ 


Z 
4) arg” =argz, —argz, 
Z; 


5) z est réel Sargz=kxr, keZ 
6) z est imaginaire pur o argz = + kr, keZ 


Soient A,B,C,D des points tels que AB z0,CD 40 . 
7) arg(z, —z,)=(6;AB) [21] 


Zp — Ze 


8) ar — =(AB;CD) [21] 


Notation exponentielle e 


Soient x et y des réels. 


ix 


1) e” =cosx+isinx 


) Æ =e * =cosx-isinx 
3) ei! = e? =1 
4) e" =-1 
T 
5) e? =i 


Je 
6) e ? =e ? =-i 


7) e* xe” = ee") 


9) (e* y =e", 
10) 
11) Si z = Àe" 


neZ 


e* =1 


avec Ae IR”, alors 


A>0>argz=x 
A<0> argz=T+X 


Nombres complexes 
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Formules d'Euler — Formule de Moivre 


Formules d'Euler Soit xe IR 
e” e” | ix =e" 
cosx = ————; sin x= - 
2 2i 
Formule de Moivre Soit xe IR et neZ; 
(cos x+isin x)” =cosnx+isinnx 


Les formules d'Euler permettent dans certains cas de transformer un 
polynôme en cosx et sinx en une somme de cosinus et de sinus des multiples de 
x (linéarisation). 

La formule de Moivre permet d'exprimer cosnx et sinnx pour ne N, n>2 sous 


forme d'un polynôme en cosx etsinx. 
y 


Équations du second degré dans C 


1. Cas particulier : équation à coefficients réels 
az’ +bz+c=0 oùa,b,ce R;a#0. 


«e Le discriminant A=b? —4ac 
A>0 | deux solutions réelles distinctes -b+vVA A 
z= a et z, = E 
A=0 | une solution réelle double noge -b 
2a 
A<0 | deux solutions complexes conjuguées : -b +i; |A| —b-i,/[Al 
Zi < et z, = za 
2. Equation à coefficients complexes_a,b,ce C;a #0. 
«e Le discriminant A=b? —4ac 
Le Les racines carrées du discriminant sont les nombres complexes 
ô=x+iy et -8=-x-—iy tel que & =A avec x;ye IR: 
x?+y°=[A| Les solutions de l'équation az°+bz+c=0: 
ô =A & 4x - y’ = Re(A) "e b+ő ot = —b-5 
2xy = Im(A) 2a 2a 
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3. Somme et produit des solutions: 


b . c 
Somme : s=z, +z, 5-75 Produit: p = z,z, m 
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Applications géométriques des nombres complexes 


1) Nature d'un triangle 


Soit ABC un triangle. On pose Z =" 


Za 


Zg Za 


Nature du triangle ABC | Relation caractéristique 


Equilatéral j= E Te e 
Rectangle en A Z est un imaginaire pur 
Rectangle isocèle en A | Z=iou Z=-i 

Isocèle en A [Z| =1 


2) Alignement et orthogonalité 


Soient A,B,C,D des points du plan. 


Relation complexe 


Interprétation géométrique 


—Z y 
= est réel 
Lg Zi, Zc Ly 


— ignés( A z B,A 
a atria A,B,C sont alignés( A + +C) 
Zg —Z\ 
Zp — Ze est réal Les droites (AB) et (CD) sont 
Zg Za parallèles, (A + B; C z D)( 
Zp — Ze y AB=CD et (AB) _L (CD) où 
Zk —Z 

O (A%B,C+D) 
A oe (AB) L (CD) où (A +B,C+D) 
est imaginaire pur 

Lg — ZA 
E 6. e R" (AB,CD)=8 [2x] et CD=AAB 
Zg ZA i t 
Zc—Z, Zg A,B,C,D sont alignés ou cocycliques 


Nombres complexes 
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3) Lieux géométriques simples 


Le plan orienté est muni d'un repère orthonormal direct (O;ü,v). Considérons 
un point variable M d'affixe z. Le point M' d'affixe z'. Les points A,B,Q sont 
fixes et d'affixes respectives a,b,o. 


Relation complexe Ensemble des points M 
z-oļ=r,r>0 Cercle de centre Q et de rayon r 
[z—a| =|z —b]| Médiatrice de [AB] 

Z-a _T Cercle de diamètre [AB]privé de A et B 
Eh à [n] 
Le nombre? est | Cercle de diamètre [AB] privé de B 

—b 

imaginaire pur 

z-a _ T Demi-cercle de diamètre [AB] privé de A et B 
arg =— [21] 

zb 2 
AS Droite (AB) privée de A et B 


=0 
z-b Li 


Le nombre = est réel Droite (AB) privée de B 


z—a Cercle centré sur (AB) de diamètre [IJ] tel que 
=p =k, k>0;k#1 
í 1=bar{(A,1);(B,k)};J =bar{(A,1);(B,-k)} 
aa à Sweet ni Cercle passant par A et B privé de A et B 
VA — 
ae Z = su Palast. a Arc capable d'extrémités A et B exclues 
Nombres complexes 10 
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IL QUESTIONNAIRES A CHOIX MULTIPLE 


QCM 1 


Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées á chaque question 
est correcte. 
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond. 


N . Réponses 
o. | Questions A i T 5 
T 
Si 3 et un| 1 
1 z=- Z=-—Z ZZ =i Z=Z 
argument de Z, Z 
alors 
Si z=-1+2e?, ai 
iZ iZ iZ -1+43 Je? 
a alors la forme aa Be A i Be 3 ( ) 
exponentielle de z 
est : 
Si  z+z|=2+4i 
3 | | | z=-3#4i z=-3-4i z =4i z=-4+3i 
alors 
i pes, | argz=2+7] arga=n+2 | argz=T T 
4 |Si z=(1-¡)e*, 8 =e g2= 6 g E argz= 
alors 
Si z=4+(1-5i)i, 
5 |alors la partie | 9 8 4 -1 
réelle de z est 
Si 
Z= 2e; 7,=2e?2 ; 
6 | , alors le rapport | /2e 4 V2 e“ -l-i 1-i 
Z 2 ` 
— est égal à 
Zi 
Nombres complexes 11 
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QCM 2 


Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées à chaque question 
est correcte. 
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond. 


Questions Réponses 
A B € D 
1| La forme | 2 +51 —4 19, 16 19, 6 
> =— pi NE pars | — +2) 
algébrique de 13 13 13 13 5 
2+Si 
z est 
3—2i 
Le module de! / 4 
2 2 ER 2 1 
(2-2iV3) 3 v2 - y2 
~ est 8 
3 
(1+1)(Qi) 
: T 
Si 4 est UN | réel positif imaginaire pur | réel négatif | d'argument 
3 argument de Z, T 
alors le nombre 4 
.T 
Ze * est 
Si 
4|7 à 25 1, V2 isocèle et non rectangle 
— 3 lo rectangle équilatéral re et non 
La mig 2 2 8 q isocèle . 
, alors le triangle isocèle 
ABC est : 
L’ensemble des 
5 | points M d’affixe z Lun cercle 
tels que la médiatrice |. Colts privé de 
i un cercle privée d’un 
z—-1+2i d’un segment . deux 
———| = v13 point . 
2+3i points 
est : 
Soit neN et 
6 P 
OER . La forme | osng)+isinié) cos(6")+isin(@")| ncosO+insin8 | ino 
algébrique de e 
(e* y est : 
Nombres complexes 12 
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Ill. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres : 


o a 

| -i 
LD, aeia 
Š 2+31 


3-51 4-31 2+51 4+i 
= E T> Z7 -T T> 

5+i 3+i 4—i 2-5i 
2+31 51 


+ 
31 3-21 


5 


z =(1-2i), z= 


Exercice 2 


On pose f(z)=(3-2i)z’+(5-i)z+2+5i 


Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres : 
f(), fG+2i), fA+i) f5- 


Exercice 3 


On pose f(z)=(5+i)z+(1+2i)z+4-3i où z désigne le conjugué de z 


Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres : 
f(5-i) f(1+2i), f(B+4i) f(5+3i) 


Exercice 4 


(1-2i)z+2+3i 


- - où z est un nombre complexe. 
(3—-21i)z-2-—5i 


Soit f(z) = 


1) Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres : 
f(S+i), fQi), f(3+2i), f(1-i) 
2) Résoudre dans C chacune des équations 

3 
f(z)=1, ee: 


Ecrire les solutions sous forme algébrique. 


Nombres complexes 13 
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Exercice 5 


Soit 
Z = (+ Si + (1 sin 
Ze) 


Montrer que Z, est réel et Z, imaginaire pur. 


Exercice 6 


Calculer le module de chacun des nombres complexes suivant: 


Zz =4-3i, 2, =(3+i)2+ 5i), 


2+4i 
= . z,=(1+2)(3-5)(1- 2i), 
Z; TE Zz, =( X X ) 
y - B=-5D6+ 2i) 
2+5) 
Exercice 7 


Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes 


suivants: 
4+ 4i 
Zz =4+4i, z,=3+iV3, z= f 
i | | Fido 
E «3 
2, =DD, 2, = 6 D l 
G+iv3) 


Exercice 8 


En utilisant les résultats de l’exercice précédent, écrire chacun des nombres 
suivants sous forme trigonométrique et exponentielle. 


4+4i 
Zz =4+4i, z,=3+iV3, z, = , 
: ° 345 
3 3 
2, =(4+40G+i 4D, z,=9 ee | 
(G3+iv3) 


Exercice 9 


à | Z 
Soit z, =4+4i, z, =3+iV3 ,z, =, Z, = ZZ, 
Z, 


1) Ecrire z, et z, sous la forme trigonométrique. 


2.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, . 


Nombres complexes 14 
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b) En déduire cos, sin. 
12 12 


3.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, . 


5 5 
b) En déduire cos, sin>”, 
12 12 


Exercice 10 (Bac) 


Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O;u, v). 
1.a)Résoudre dans C l’équation E, : z°+2z+10 =0 

On note Z, etz, ses solutions avec Imz, <0 . 

b)Résoudre dans C l’équation E, : z°-4z+20=0 

On note z, etz,ses solutions avec Imz, <0 . 

2) On considère les points A, B, K , L et E d’affixes respectives z, =z, ,z,=2, 
5 Zg=Z y Zi, = 2, € z, =2,-2. 

a) Placer les points A, B,K,L, et E dans le repère (O;u,v). 

b) Ecrire z, =z,-2i sous forme algébrique et trigonométrique. 


c) Déterminer la nature du quadrilatère ABLE et du triangle AKE. 


z-2-41 


3) Pour tout nombre complexe z tel que z +-1+3i0n pose : f(z) = a 
Z+1-31 


Déterminer et représenter dans le méme repére les ensembles des points M 
du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants : 


T, tel que f(z)=1. 


T, tel que |£(z)-1]=4/10. 


Exercice 11 


1. On pose P(z)=7" -57?* +12z-8 où Zest un 
nombre complexe. 


a) Calculer P(1). 


b) Déterminer a et btels que pour tout zde C on a: 
P(z)=(z-1)(z° +az +b). 


c) Résoudre dans C , l’équation : P(z)=0. 


Nombres complexes 15 
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2. On considère le plan complexe rapporté à un repère orthonormal (Ou, v) : 


Soient les points A, B et Cd’affixes respectives: Z,=1, z,=2+2iet 


z,=2-—2i. 
a) Calculer le module et un argument de chacun des nombres Z;, Z, et Z}. 
b) Placer les points A , B et C dans le repère (Ou, v) : 


Z 
3.a) Ecrire le nombre — sous forme algébrique. En déduire la nature du 


Z3 
triangle OBC. 
b) Déterminer et représenter l’ensemble I des points M d’affixe z telle que 
z—1 
z-2-2i| 
Exercice 12 (Bac) 


1. Pour tout nombre complexe Z on pose : P(z) =z° —z* —4z —6. 
a) Calculer P(3). 
b) Déterminer les réels a et btels que pour tout Z on a: 
P(z) =(z-3Xz? +az +b). 
c) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexe, l’équation P(z)=0. 


2. On considère, dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé 
(O;u Y, les points A, B , Cet D  d’affixes respectives Zz, =3+2i, 
Z =—-l+i , Zo =—l—iet Zp =3. 

a) Placer les points A, B , Cet D dans le repère (O;u > v). 

b) Comparer Paffixe du milieu de [AC] à celle du milieu de [BD]. 


c) En déduire la nature du quadrilatère ABCD. 
d) Déterminer et construire l’ensemble des points M d’affixe Z telle que 
2-3] =|2+1-i]. 


Nombres complexes 16 
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Exercice 13 


On considère le plan complexe muni d’un repère orthonormé (O;u ; v) : 

1. Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexes, chacune des équations 
suivantes: z’—4z+13=0 (E) z’ —6z+13=0 (E,) 
z—2—3; 
z—-3+2i 


Calculer a = f(7 + 4i) puis donner son écriture algébrique et trigonométrique. 


2. Pour tout nombre complexe Z tel que z+3-2ionpose:  f(z)= 


3. On considère les points A, B et C d’affixes respectives Z, =2+3i, 
Z =3—2i et Z- =5+i. 

a) Placer dans le repère (Osu, v) les points A, B et C. 

b) Calculer f(z.) puis donner son écriture algébrique et trigonométrique. En 
déduire la nature du triangle ABC. 

c) Déterminer puis construire l’ensemble T, des points M du plan d’affixe Z 
tels que [f(z)|=1. 

d) Déterminer puis construire l’ensemble IT”, des points M du plan d’affixe Z 


tels que le nombre f(z) soit imaginaire pur. 


Exercice 14 


Résoudre dans C l’équation suivante sachant qu'elle admet une racine réelle : 
z°—(6+3i)z +(21+19i)z —26(1+i) =0 


Exercice 15 (Bac) 


Dans C on donne : 2 28 41228 


1) Calculer a? . Donner le module et un argument dea?. 


2) En déduire le module et un argument dea . 


Nombres complexes 17 
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5 
3) En déduire cos + sin. 


4) Donner les entiers naturels n tels que a” soit réel. 


Exercice 16 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (Ou, v) .) On pose : 
P(z) =z* -(11+6i)z2+(28+38i)z—12—60i où z est un nombre complexe. 

1) Calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que pour tout zde C : 

P(z)=(z-3)(z2+az +b). 


2) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexes, l’équation Píz)=0. 


Exercice 17 


Pour tout nombre complexe zon pose : 
P(z) =z* —(1+2cos0)z’ +(1+2cos0)z—1 où 8e [0;271[ . 


Calculer P(1) puis déterminer les solutionsz,, Z,et z,de l’équation 


P(z) =0 sachant que Z, est réel, et Imz, 20 si sin0 20. 


Exercice 18 


Dans le plan orienté, on considère deux triangles ABC et DEF équilatéraux 
directs. Les points G et H tels que EDBG et CDFH soient des 
parallélogrammes. Soient a,b,c,d,e,f,g et h les affixes respectives des points 


A,B,C,D,E,F,G et H. 
1) Exprimer C—a en fonction de b—a, puis f — d en fonction de e-d. 


2) Exprimer g en fonction de b,d et e ; puis h en fonction de c,d et f. 


3) Démontrer que le triangle AGH est équilatéral. 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 


Zz, = (3+21)Q-31) 
= 6-9 + 4i +61? 


=6-9i+4i-6 
=12-51. 
1+51 
Z, = 7 
5-1 
__ (+5iX(5+i) 
(5—-1)(5+i) 
5+1+251-5 261 . 
Z, = = =1 
25+1 26 
n52 ga m B eee E 
| 2+31 2+3i 
_4+9+2i+4 _17+2i 
2+3i 2+3i 
_(7+2)(2-3) _34-5li+4i+6 
(2+3i)(2-—3i) 4+9 
40 47 
Za = 773 
~ 13 13 


2,=(1+2i)3-5i)1—25) =(1+25)(1—2i)3—5i) 
= 5(3-5i) 
z, =15-25i. 


3 1,4 3 (B-5)G+1)+(5+1)(4-3i) 


5 


5+i 3+i (5+1)(3+1) 
__9+3i-15i+5+20-15i+41+3 
15+5i+3i-—1 


y 37-231 _ (87-230(14-8i) 
57 144+8i  (14+8i)(14-—8i) 
_ 334-618i 
-—196+64 
_334 618. 


—-—i. 


260 260 


Zs 
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: 2+5i 4+i  (2+5D)(2-5i)+(4-iX(4+i) 


Zó 


dr 2-5i (4—i)(2-5i) 


__4+25+16+1 46 +22 
8-20i1-21-5 3-22 34221 


138+10121 138 1012. 
Z = = + i. 
9+ 484 493 493 


z, = (1-21) = (1-2i)\(1- 2i} = (1—2i)(1—4i-4) 


=(1-2i)\(-3—4i)=-3-4i+6i-8 
z, =-11421. 


„243i Si _ (2+3D8-2i)+ GS) 
¡E 3-2 3i(3—2i) 


_6-4i+9i+6-15 _-3+5i, 6-9 
9i+6 6+9i 6-9 


_—18+2714+ 301445 
36+81 


274 
117 

27 57. 

Li > 
117 117 


19. 
Enfin z, rs 


39 


Corrigé 2 


Ona: f(2)=(3-20)z* +(5-1)2+2+5i 


f0=G6-200 +(5-1)i+2+5i 
=—3+2i+5i+1+2+5i 
=121. 


f(3+21)= (3—2i)(3+ 21) +(5-1)G+ 21)+2+5i 
= (94 4)BG+21)+15+101-31+2+2+ 51 
=13(3+2i)+19+12i 


=39+261+19+121 
=58+ 381. 
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f(1+0=(3-200+0+(5-1Dd+10)+2+5i 
=(3-2i)(2)+5+5i-i+1+2+5Si 
=6i+4+8+9i 
=12+15i. 


f(5—-i)=(3—2i)5-i)" +(5—i) +2+5i 
= (3-21)Q5-101-1)+(25-101-1)+2+51 
= (3-21) 04-101) +26-51i 
=72- 301-481 -20+26-—51 
= "78-831, 


Corrigé 3 


Ona  f(2)=(S+1)2+(1+2i)7+ 4-3i 


On remplace z par sa valeur dans chaque cas : 


ES-D=(S5+D06-0+0+2)(5-1)+4-3i 
=25+1+(1+21)5+1)+4-3i 
=30+5+i+10i-2-3i 
=33 +81. 


f(+2i)=(5+1)(41+ 21) + (1+ 200 +21) + 4-31 
=5+101+1-2+1+4+4-31 
=12+81. 


£(3+4i) =(5+1)G +41) +(1+20)G+4i)+4-3i 
=15+201+3i-4+(1+211(3-4i)+4-3i 
=15+201+3-4i+61+8 
=26+ 22i. 


f(5+3i) =(5+iX(5+3i)+ (+26 +31) +4-3i 
=25+15i+5i—3+(1+2i)\(5-3i)+4-3i 
=26+17i+5-3i+10i+6 
=37 + 24i. 


Corrigé 4 


Ona 


(1-2)6+1)+2+31 
G-21)5+1)-2-51 
_ S+i-10i+2+2+3 
15+31-101+2-2-5i 


f(5+1) = 
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_ 9-6 _ 9-6 15+12 
15-12 15-12 15412 
_135+108i— 90i +72 


225 +144 

_207+18i _207 18. 

369 369 369 
e 
41 41 


(1-2)Q00)+2+31 _ 214+4+2+31 
(3-21)Qi)-2-51 6144251 


f (21) = 


0+51_6+5i 2-1 
2+i 2+i 2-1 

_12-6i+101+5 

a 


17+4i 17 4. 
= = —+—i. 
5 S.. 5 


(1-21)GBG +21) +2+31 
(3—-2)(3+2i)-2—5Si 
_3+2i-6i+4+2+3 
9+4-2-5i 


f(3+2i)= 


9—i 11+5i 99+45i-1li+5 


= X 
11-51 11+5i 121+25 


_104+34i_ 104, 34. 
146 146 146 
052 1 


tr 


B B 


(1-21) 1)+2+3i 
(G6-24=1)=2=5 
_ l=i—2i-2+2+3i 
3-3i—-2i-2-2-5i 


f(1-i) 


l e =1#10 
= —1-10i —1+10i 1+100 
_—l+10i 

101 

-1 10. 
=—+—i. 

101 101 


Nombres complexes 


02_Maths SN Inner.indd 22 


22 


03/02/21 9:03 pm 


(-2i)z+2+3i 


f(z)=1> - F 
(3—-2i)z-2-—Si 


> (1—2i)z+2+ 3 = (3-2i)z-2-5i 


> [(1-2i)-(3-21)]z =-2-5i-2-3i 


> -2z = 4-81 
> z=2+41 


f(z) = 33 


(—2iz+2+3 3 


2 (res 2 
> 2((1—2i)z+2+3i) =3((3-2i)2-2-5i) 


> (2—4i)z+4+6i = (9-61) -6-—15i 
>[Q0-41) -(9- 61)]z = -6-15i-4- 61 


> (-7+ 2i)z =-10-21i 


_—10-—21i 
—7 +21: 
—10-211 —-7-2i 
Z = X 
—7+2i —-7-2; 


z= 70+20i+147i -42 
49+4 


, - 28+167i 
53 
_28 167i 


Z=—+—. 
53. 53 


Corrigé 5 


Pour montrer que Z, 


On a 


Z = (1+ 51322 + (1— 51722 
= (1 SF si)2 + (1-51) 


= (1+5)? + (1=5 2% 
_ se r (esa 


= (1+ Si)? + a =) 
= Z 


Alors Z, est réel. 


Pour montrer que Z, est imaginaire pur, il suffit de montrer que Z, =-Z,. 


est réel, il suffit de montrer que Z, = Z,. 
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Z, =(1+ si =(1 es 
= (1+ 5i)” -(1- 51) ™ 


= (HS) — (1-5) 
= (1-59 — (1+ 5i)” 
-(0+5)™ — (1-5) 
=-Z, 


Alors Z, est imaginaire pur. 


Corrigé 6 


On utilise les propriétés des modules : 


z,|= V4? +3? = V16+9 = V25 =5, 


z,|=|3+il|2+5i|=V0+1x4/4+25 = V290, 


mM [2441] /4+16 
Y [2+3i]  |2+3i  /4+9 


z| =[(1+206-500-2i)] =|1+ ies 
= V1+4x4V0+25x\1+4 = 5434, 


3| |G-5i)] 


3 
_ [6-5iX(5+2i) HEA | 


(2+5) 


+ sn 
_V0+25x(V25+4) _ [34 
(V4+25) 2 
Corrigé 7 
1) On a 
z =4+4i > |z|=V16+16 = 32-492 


On note argz, =0,. Alors : 


cos 8, = Le 
¡===> 
4/2 E: 
sin0 so A 
| w2 42 
2) Ona z,=3+iV3— |z| =vV9+3 =v412 = 24/3 


On note argz, = 9, . Alors : 


24 
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cos0, = = — 


2 
243 >0=* 
sin 0 BALL 6 
MET 
3) On constate que z, ==" 
al As 12 
Alors  |z,|=4 „lal 42, 
Zaj 12, 23 3 
et argz, =arg = argz -argz, =T-T-T 
FD Aa E 


4) On constate que z,=2,z,. 


Alors |z,|=|z,,|=[2,[|z, | =44V2x2V3=8V6 , 


TIT S 
argZ, = argZ,Z, = argZ, +argz, = a D 


5) On constate que z, = BA . Alors 
Z 


2 


¿2 =R 3 
z 22] al talla? 2430442) Eje E 
Ca ET ES E 
Zz 733 4 
arg Z; = arg — = arg zZ, Z -arg zZ, 
Z, 
=argz, +arg z? — arg 7; 
=—argz,+3argz, —4arg z, 
3n Sr -T 
arg z, = 3argz — 5arg z, =———., Alors arez. =—. 
82; 82; 82, 4 6 82; 12 


Corrigé 8 


D’après l’exercice précédent : 


1) lz | =442 et argz, == 
Forme trigonométrique : z, = 4/2 (cos $+ isin D 


ou z Gi A 
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Forme exponentielle : z, =4/2e*. 
T 
2) z,]=243 et argz, = 
Forme trigonométrique : z, = (cos +isin D 
Ou z,= BC 2415. 
| 2 2 
Forme exponentielle : z, =243e°. 


/2 TC 
3 Z:1= 2, |- et ar =—${ 
) | À 3 82; 2 


è PE 2 
Forme trigonométrique : z, = Ap (cos 5 +isin a : 


Forme exponentielle : z, = afzet, 
4) lz,|=8v6 et argz, ==: 
Forme trigonométrique : z, = 8/6 (cos E isin z J. 


Forme exponentielle : z, =8V6e ” . 


1642 -T 
5) AR T et apt = a 
16V2 


343 
162 


‘T 
Forme exponentielle : z, =— =e ” . 


3V3 


Forme trigonométrique 2Zs = (cos 5 +isin o x 


Corrigé 9 


1) Forme trigonométrique de z et z, : 


D’après l’exercice précédent on a : 
Tones IE T .. T 
Z = 42(cos+isin), et 2, = 2N3(cos = +isin =) 


2.a) Forme trigonométrique de z, : 
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y a io 2 y à 
D’après Pexercice précédent on a : z, = Ap (cos 5 +isin D (*) 


Pour écrire z,sous la forme algébrique, on multiplie par le conjugué du 


tami 4+4i _3-ivV3 
dénominateur : Z, = —— =x — 
aid 2143 
On obtient: z, = 23,38, (15) 


b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient : 


CEE 
5x 3 3V3+3 Va+1 V6+V2 
COS = = = = 
12 347 62 24/2 4 
RE 


Lt. 3 _33-3 _ V3-1 V6-V2 
12 2/2 692 242 4 


3.a) D’après l’exercice précédent ona : 

Z, = 8V6(cos + isin 25) (5) 

Pour la forme algébrique de z,, on développe : 

z, =(4+4i)3+i3) 

Zz, =12-443+(12+443)i (**) 

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient : 


Tm 12-443 3-43 V3-1 V6-V2 
12 86 26 242 4 


sin E _ 124443 _3+43_Y3+1_ 46+y2 
12 8/6 2/6 2/2 4 


Corrigé 10 


cos 


1) Résolutions d’équations: 
a) E, z’ +2z+10=0 
Le discriminant : A=2*-4x1x10=-36=(6i) 


Les solutions z, etz, avec Imz, <0: 
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=-1-3i 


a E das 
2 + 


1 


Ensemble de solution : |S, ={-1+3i,-1-3i} 


b) E; : z°—47+20=0 
A=4 —4x1x20 = 16-80 = -64 = (8i)” 
Les solutions z, etz, avec Imz, <0: 


4+8i gi 


=2+4i et 2, = -24i 


Z, = 


Ensemble de solution : |S, ={2+4i,2-4i} 


2.a) Représentation des points : 

z, =z =-14+3i1> A(-1,3) ,2,=2,=-1-3i= B(-1,-3) 
Zx =Z, =2+4i > K(2,4),z, = z, =2-4i > L(2,-4) 

Z =Z,-21=2+4i-2i=2+2i > E(2,2) 


b) Forme algébrique de z, : 


z,=2,-2i=2+4i-2i> |z, =2+2i 


Forme trigonométrique : 


Z; =2+2 > |z,] =V2 +2 =4/8 =2V2 e 
Z Lit. 


ZT +} n 2/2 cos sin) 


c) Nature du quadrilatère ABLE : 


D’après la figure, il semble que ABLE est un parallélogramme. Pour la 
démonstration on a : 


= 2,2, =-1-3i+1-3i=-6i 


Z= =2,-2,=2—4i-2-2i=-6 
Z = 2 >AB=EL 
Alors ABLE est un parallélogramme. 


Nature du triangle AKE : 


D’après la figure, il semble que AKE est isocèle en A. Pour la démonstration 


ona: 
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AK =|z, —z, |] =/2+4i+1-3i| =3+i = v10 
AE=|z, -Z,|=/2+2i+1-3i| =|3-i]= v10 
AK=AE. Alors le triangle AKE est isocèle en A. 


3.a) L'ensemble T, des points M du plan d’affixe z tels que [f(z) =1 : 


On a t(z) = 24%, On constate que f(z) = 
z+1-3i Z-Z, 
Alors ¿[f(2)]=10 =) S|z-24]=|2-2,]  MK=MA 
Z= Za 


D’où l’ensemble T, est la médiatrice du segment [AK]. 
Pour la construction, voir la figure. 


b)L’ensemble TF, des points M du plan d'affixez tels que |f(z)-1]=V10 : 


ee =4/10 
1-31 


Ona  |f(2-1]=410 > 


z+l- 
oi ET 
z+1-31 

E 3-1 
Se a 

z+1-31 [z+1-3i] 
Sa E S|z-z,|=1 SAM=1 

Z-Za 


AlorsT, est le cercle de centre A et de rayon 1. 


Pour la construction, voir la figure. 


Corrigé 11 
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On a pour tout nombre complexe z : P(z) =z* —5z° +12z —8 
1. a) En remplacant z par 1 on obtient : 
PD =0*-50+121)-8=-4+4=0 

b) 1% méthode : identification 


Pour déterminer a et b tels que: P(z)=(z Dz +az+b), on utilise une 
identification (Développer, réduire, ordonner le second membre et identifier) : 
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(z-1)(z2°+az+b)=7"+az" +bz -z* -az-b 
= z°+(a-1)z°+(b-a)z-b 
Par identification : 


7-57 +122-8= z* +(a-1)z°+(b-a)z-b, pour tout ze C; on obtient le 


a-1=-5 
k a = -4 
système :{b-a=12 = 
b=8 
—b = -8 


Alors, pour tout ze C;  P(z) = (z-1)(z* -4z + 8) 
2%" méthode : Division euclidienne 


z? -5z +12z -8 z-1 


z? -=z z—41+8 
47? +12z-8 
—47° +4z 

8z —8 
8z —8 
0 


On en déduit que, pour tout ze C; P(z) = (z-1)(z° -4z + 8) 
soit a=—4 et b=8. 
3%" méthode : Tableau d'Horner 


L'utilisation du tableau d’Horner permet à la fois de calculer P(1) et 
factoriser P(z) , (si P(1) = 0) : 


1 -5 12 -8 
1 1 -4 8 
1 -4 8 0 


D'o0ú:a=4 , b=8, P(1)=0 et P(z) = (z-1)(z° -4z + 8) 


c) L'équation P(z) =0 équivaut z-1=00u z’ -4z+8=0. 


* Si Z—1=0 on obtient la solution z; =1 


#Si z°—4z+8=0, on a A=16-32=-16= (di) 


Nombres complexes 


02_Maths SN Inner.indd 30 


30 


03/02/21 9:03 pm 


: D 4+4i . 4—di . 
Les solutions de cette équation sont : Z, =—=—=2+2i ; z, = =2-21 


(Ces solutions sont conjuguées car les coefficients sont réels et le discriminant 
est négatif). 


L’ensemble de solutions de l’équation P(z)=0 est : S = (1;2 + 2i;2 — 2i} 


2. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O;u, y) . Les 
points A, B et Csont d’affixes : Z, =1, Z =2+2iet Z. =2-—2i. 
a) Calcul de modules arguments : 


Zi = =1 , argz, =0 [2x] 


= V2?+2? = V8 , argz, = [2x] 
= V2 +(2) =4/8 , argz, = [2x] 


b) Représentation des 
points : 


Z 


Les points A,B et C ont pour 
affixes Les points Zz,=1, 
Z =2+2iet Ze =2—2i. Alors 
A(1;0), B(2;2) et C(2;-2)., 


3.a) On a : 


Z, 2+2i 

z, 2-2 
_1+i 
Tai 
(++i) 
~ a-i(1+i) 
_2i 
a 


=i 
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On remarque que 2 = 5770, Alors 75770 _; , d’où le triangle OBC est 
3 Zc—Zo Ze —Zo 
rectangle isocèle en O. 
b) Pour déterminer l’ensemble I des points M d’affixe ztelle que 
z-1 
z—2-—2i 


Z-Z; 


=1 


| =1, on constate que cette égalité peut s’écrire : 
Z-Z 
B 


Alors MeT > [z-z,|=|2-z,| + AM = BM 
D’où l’ensemble T est la médiatrice du segment [AB]. 


Méthode 2 : Equation de T 


On pose Z=X+iy ; 


e l|x-1+iy|=|x-2+(y -2il 

e (x-1? +y’ =(x-2) +(y -2) 

ex —2x+1+y =x —4x+4+y —4y +4 
&2x+4y-7=0 

D’où l’ensemble T est la droite d’équation 2x+4y-7=0. 


Remarque : 


L’équation 2x+4y-—7 =0 représente la médiatrice du segment [AB]. 


Corrigé 12 


1. Pour tout nombre complexe Z on pose : P(z) =z?—z* —4z —6. 
a) Pour calculer P(3) on remplace dans l’expression de P(z) : 
P(3) =3* -3 -4:3-6=27-9-12-6=0 
b) Pour déterminer les réels a et btels que pour tout Z on a: 


P(z) =(z-3Xz* +az+b), on peut utiliser une identification ou une 


division euclidienne : 
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z*—z?-—4z1-6 z-3 


Z +22 +2 


On en déduit que Píz) =(z—3)(z? +2z +2), soit a=2 et b=2. 


Remarque : 
P”utilisation du tableau d’Horner permet à la fois de calculer P(3) et 
factoriser P(z) , (si P(3)=0): 


1 E] -4 P 
3 3 6 6 
1 2 2 0 


D'0ú:a=2 , b=2 , P(3)=0 et P(z) =(z-3Xz? +2z +2) 
c) Pour résoudre l’équation P(z)=0 : 
soit z—3=0, d’où z,=3. 
soit z°+2z+2=0, d’où A=-4=(2i), et les solutions sont : z =-1-i et 
z,=-1+i. 
Alors l’ensemble de solutions de l’équation P(z) =0 est : 


S={3,-1+i,-1-i) 


2. Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (O; u > v) š 


a) Pour placer les points A, B , Cet D ona: 
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Zz, =3+2i > A(3,2) 
2, =-1+i > B(-1,1) 
Zo =-1-i>C(1,-1) 
Z, =3 > D(3,0) 


b) L’affixe du milieu de [AC ] est égale 


à: 


Z, +26 _3+2i-1-i 
2 2 
_2+i 
E: 


=1+ a 
2 
L’affixe du milieu de [BD] est égale à : 


Zg +Zy _3-1+i _2+i it 1; 
2 2 2 2 


On constate que les milieux des segments [AC] et [BD] ont la même affixe. 


c) D’après le résultat précédent on déduit que les segments [AC] et [BD] ont 
le même milieu. Donc le quadrilatère AB CD est un parallélogramme. 

d) Soit T l’ensemble des points M d’affixe Z telle que |z-3 =}z+1-i|. 

Alors Me TS zu —Zp|= [Zy —2p] 

M eT & MD=MB. Alors T est la médiatrice du segment [BD]. 

Remarque : 


En utilisant la forme algébrique z=x+iy on trouve que T est l’ensemble des 


points M(x,y) tels que: [x-3+iy|=|x+1+(y-—Di] 
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Après le calcul des modules et la simplification on obtient une équation 
cartésienne de T : 8x-2y-7=0 . C’est l’équation d’une droite qu’on peut 
représenter facilement. On peut vérifier que c’est la médiatrice du segment 


[BD]. 


Corrigé 13 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (O;u ; v). 
1. Résolutions d’équations: 


z’ -42+13=0 (El) 


2 «2 
Le discriminant: A=4" —4.1.13 = 36 = (6i) 


4+6i 4—6i 
Les solutions: Z, = =2+3i et Z, = =2-3i 


z’ —62+13=0 (E2) 


2 2 
Le discriminant: A=6 —4.1.13 =-16 = (4i) 


4i —4i 
Les solutions: z, =} = 34+2i et 7, =} 23-25 


Oia: faja EA 
z—3+2i 
a=f(7+4i) 
_7+4i-2-3i 
7 7+4i-3+2i 
S+i 
O = 
4 +6i 


Pour l’écriture algébrique, on multiplie par le conjugué du numérateur : 
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mA 5+i 4-6i_20-30i+4i+6_ 26-26i 
| 4+6i 4-6i  #+6 7 52 
_26(1-i) 1-i 
7 262 2 
1 
a==--i 
2 


E) 


2 
V2( T .. T 
œ=- | cos— +isin— 
2 4 4 
3.Ona: z, =2+3i, z, =3-2i et Z- =5+i. 


a) Représentation des points A, B et C. 
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b) Calcul de f(z.) : 


5+i-2-3i 3-2 321 —i(3i+2) _ 


f(z..) = = = 
(Ze) 5+i-3+2i 2+3i  2+3i 2+3i 


Forme algébrique : f(z) =—i 


SRo aan N 
Forme trigonométrique:  f(Z.) =1(cos = +isin 5) 


n Zc=Z\ 
Pour la ature du triangle ABC, on constate que : Hz.) = 
Z¿—Ly 
Ze Zi A -i3 sn . . ` 
Alors =-i=e *?. D’où le triangle ABC est rectangle isocèle en C. 
Z —Z 


C B 


c) L’ensemble T, des points M du plan d’affixe Z tels que f (2) =i: 


Z-Z; 


On constate que f(z) = 


B 


Alors : [f(z)=1 > EE 


=1 5 |z-z,|=|2-2,| S MA =MB 
Ly 


Z 


D’où l’ensemble T, est la médiatrice du segment [AB]. 


Pour la construction, voir la figure. 
d) L’ensemble T', des points M du plan d’affixeZ tels que le nombre f(z) soit 
imaginaire pur : 


Za 


Ona: f(z) est imaginaire pur => est imaginaire pur 
Z 


— AB 
Alors T, est le cercle de diamètre [AB] privé de B. 


Pour la construction, voir la figure. 
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Corrigé 14 


° Soit Z, = 01 ,QE R la solution réelle de l’équation 
E: z°-(6+3i)z +(21+19i)z-26(1+i) =0 
Alors : œ? —(6+3i)o? +(21+19i)o—26(1+i) =0 


o? — 60? — 310? +210 + 19iot — 26 — 26i = 0 
o? -6a +210.-26+(-30? + 19a — 26)i = 0 


° On résout le système : 
a -6a +21a-26=0 (1) 
-30° +190 -26 = 0 (2) 


D’après (2) On trouve : œ, = 2,0, = B, 


En remplaçant dans (1)on trouve que Q, = 2 vérifie (1) et œ, = = ne vérifie 
pas (1) Alors z, =2 


. On pose Píz) =z? —(6+3i)z? +(21+19i)z—26(1+i) 


On factorise par(z—2) , 


1 | -6-3i | 21+19i | -26-26i 
2 X 2 -8-6i | 26+26i 
1 | -4-3i | 13+13i | 0 
Alors : P(z) =(z-2)Xz? +(4-3i)z +13+13i) 


° Résolvons l’équation : z°—(4+3i)z+13+13i =0 
A=(4+3i) —52-52i = —45 — 28i. 
Par le calcul on obtient une racine carrée Ô=2—71i. 


Les racines de l’équation du second degré : 


pa a 


° Ensemble de solution : S ={2,3—2i,1+ 5i} 
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Corrigé 15 


2 
1) On a: DETTES 
2 2 
— — —2 1 
22 8, h SERRE EE ea D at 3 


. Module : |a?|=|-v3 +il= 3+1> la’) =2 


° Argument : Soit 0 un réel tel que arga’ =0 


3 1 ST 
Alors : cos8=-—, sin0=-— arga? =|. 
7 J TG 
2.a) Module et argument dea : 
. Module : la? =2> la] = 2 
5 5 
o Argument: arga’ = -= > 2arga = rn 


5 
arga=2+Kr, ke {0,1} 


Soit tl 
12 


Soit kise sa, 
12 12 


7 5 
Comme Re(a) > 0 et Im(a)>0, arga + = ; Enfin ,arga = a . 


3) D’après ce qui précède, on déduit que : 


23 
5 [2 - 
cos = 2 > Es 2-43 
12 J2 12 4 
AN 
TEL 2 > si 5n 2+ V3 
12 J2 12 4 


4) Le nombre a” est réel si et seulement si arga” =kroù keZ : 
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12k 
arga" = kr o TE kr 2 5n = 12k Ue 


n est un entier naturel et le nombre 12 n’est pas divisible par 5, donc k est 
divisible par 5. On prend k=5k' avec k'e Z. 


k 
arga” GU Sn=12k' 


Alors, l’ensemble des valeurs de n tels que a” soit réel c’est les multiples de 
12. 


Corrigé 16 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (o; u,v) : 


1) On pose: P(z)=z° —(11+6i)z?+(28+38i)z—-12-60i où zest un nombre 
complexe. 


a)Pour calculer P(3) et déterminer les nombres a et b tels que: 
P(z)=(z-3)\(z?+az+b), on peut utiliser la division euclidienne, une 
identification ou le tableau d’Horner : 

1 | —11—6i | 28+38i | —-12—-60i 
3 X 3 —24—18i | 12+60i 
1|-S-6i | 4+20i 0 

Alors, P(3)=0 et pour tout z de C :P(z) =(z-3X22+(S-6i)z+4+20i). 
Donc a=-8-6i et b=4+20i. 

b) L’équation P(z)=0 équivaut à z-3=0 ou z2+(—-8—-6i)z+4+20i = 0 


Ona z-3=009z=3. 

Le discriminant de l’équation du second degré est 
A=(3-6i) -4(4+ 20i) = 64—36 +96i — 16 — 80i 
A=12+16i=(4+2i). Donc 8=4+2i. 


Les solutions sont : z, A 644i et Z, ER di. 


Conclusion: L’ensemble de solutions de l’équation P(z)=0 est 
S={3, 6+4i, 2+2i} . 
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Corrigé 17 


Pour tout nombre complexe z on a :P(z) =z* —-(1+2cos 0)z? +(1+2cos68)z —1 
où Oe [0;2r]. 
1.a) Calcul deP(1): 
P() =1-(1+2c050)x1* +(14+2c050)x1-1=0 


° Pour résoudre, dans C, l’équation P(z) =0,on factorise P(z) et pour 


cela on peut utiliser la division euclidienne , une identification ,ou bien le 
tableau d’Horner : 1 est une racine du polynôme P 


1 —1—-2cos8 | 1+2cos0 —1 
1 1 —2cos 0 1 
1 —2c0s O 1 0 


Alors Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =(z—1)(z? -2cos0z +1) 
P(z)=0 & (z-D(z? -2cos0z +1) =0 
soit z-1=0 >z,=le R 
ou z*-2cos0z+1=0 
Résolvons l’équation : z° — 2cos 0z +1 = 0 


A'=(-cos) -1x1 


= cos.9-1 
=-(1-cos° 9) 
=(isin0) 
Donc 
i ES =c0s 0 + isin0 
à = ES = cos 9 —isin 0 


Si sin9>0,Im(z,)>0>z, =zZ'=c0s0+isin9 et z,=c0s80—isin0 . 


Donc l’ensemble de solutions de l’équation P(z)=0 dans C est: 


S ={1;cos0+isin6;cos0-isin6}. 
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Corrigé 18 


1) ABC est équilatéral direct : 

> Les > (c-a)=e ° (b-a) 
b-a 

DEF est équilatéral direct : 


a E 0 
e-d 


2) EDBG est un Parallélogramme 
=> BG = DE >g-b=e-d >g=b+e-d 
DCHF est un parallélogramme > h-c =f -d >h=c+f-d 


3) On calcule 
g-a=b-a+e-d, h-a=c-a+f-d 
h-a=e*(b-a)+e*(e-d) 


h-a=e*(b-a+e-d) >h-a=e3(g-a) 


h-a_5 ai 

—— =e” > AGH est équilatéral direct. 

g-a 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z? +(2—2i)z" +(2-—4i)z —di. 

a) Calculer P(2i). 

b) Déterminer les nombres a et btels que pour tout z on a: 
P(z)=(z—2i)(z" +az +b). 

c) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexe, l'équation P(z) = 0. 


2. On considère, dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé 
(Ozu, v), les points A, B et C d’affixes respectives z, =—1-—i,z, =2i et 


Z¿=-1+ 1. 


a) Placer les points A, B et C dans le repère(O; u A v) > 


b) Déterminer l’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. 


c) Déterminer et construire l’ensemble des points M d’affixe z telle que : 
Iz+1-i]=3. 


Exercice 2 


Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O;u, v) ; 


z-3-i 


Pour tout nombre complexe Z tel que z +1+2i on pose : f(z) = E 
z—-1-2i 


1) Calculer le nombre &œ=f(1+3i) puis l’écrire sous formes algébrique et 


trigonométrique. 

2) On considère les deux points A et B d’affixes respectives Zz, =1+2i et 
Zg =3+1. 

Déterminer et représenter dans le même repère les ensembles I, des points 
M du plan d’affixe Z dans chacun des cas suivants : 


a) T, tel que f(z) =1 ; b) T, tel que f(z)soit imaginaire pur. ; 
1 2 


c) T, tel que f(z)soit réel ; d) T, tel que [£(z)-1 = V5. 
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3.a) Déterminer et représenter dans le repère précédent un point C tel que le 
triangle ABC soit rectangle isocèle en C (deux solutions possibles). 


b) Vérifier que C est commun entre T, et IT, . 


Exercice 3 


1+iV3 
Soit z,=1+iV3,z,=V2- iV2 et Z; = 
2-2" 


1) Ecrire Z,,Z, et Z, sous forme trigonométrique. 


2) Ecrire Z, sous forme algébrique. 


TT 7 
3) En déduire les valeurs exactes de T et sin 


4) Justifier les affirmations suivantes : 


2019 
1) 


Le nombre (z est réel. 


2019 


Le nombre (z,) est imaginaire pur. 


Exercice 4 


1) Pour tout nombre complexe z, on pose P(z)=z*—(4-—i)z" +7z-4+7i. 
a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe -12-16i. 
b) Calculer P(-i). 


c) Déterminer les réels a et b tels que, Vze C, on a : P(z)=(2+i)(z +az +b). 

d) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexes, l’équation P(z)=0. 

2) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé (o;u u,v v), on considere 
les points A, B et C d’affixes respectives : Z, =1+2i , Z = et Zo =3-2i. 


a) Placer les points A, B et C. 
b) Soit D le point tel que ABCD soit un parallélogramme. Justifier que 


Zn =4+i 
Zn —Z 
c) Ecrire sous forme algébrique 2—— et en déduire la nature du triangle 
Zn —ZA 
ACD. 
| z—3+2i 
3) Pour tout nombre complexe z+1+2i ; on pose : f(z) = HA 
Z-—1-Z1 
Nombres complexes 44 


02_Maths SN Inner.indd 44 03/02/21 9:03 pm 


a) Déterminer et construire l’ensemble T, des points M du plan d’affixe z tel 
quef(z) =1. 

b) Déterminer et construire l’ensemble T, des points M du plan d’affixe z tel 
que|f(z)-1,= 20. 


Exercice 5 


1) Résoudre dans l’ensemble des nombres complexes l’équation : 
z -22-2-4i=0 


2) On considère le polynôme P définie sur C par: 
P(z) =z* -(2+2i)2? -22-8+4i. 

a) Calculer  P(2i)et déterminer deux réels a et b tels que 
P(z)=(z-2i)(z +az+b) 

b) Résoudre, dans l’ensemble C l’équation P(z)=0. 


3) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct, on désigne par 


id = 
2+i 2+3i 


A, B et C les points d’affixes respectives z, =(1+i), z, = 


a) Donner la forme algébrique de z, ,z, et ze 
b) Placer les points A, B et C 


c) Déterminer et construire l’affixe du point Dtel que ABDC soit un 

parallélogramme. 

4) Soit f l’application définie pour tout complexe z+3+i par f(z)= ginl 
Z—5—1 


z+1+i 


Montrer que pour tout z43+i, 0na: f (z) = (1-i) 3 
Z=-3-—1 


5) Déterminer et construire les ensembles de points M dans chacun des cas 
suivants : 


a. T, tel que If) = V2. 
b. T, tel que arg(f(z)) == [x] 


c. T, tel que arg(f(z)) + [x] 


d. T,tel que [£(z)-1+i|=2410. 


Nombres complexes 45 


02_Maths SN Inner.indd 45 03/02/21 9:03 pm 


Exercice 6 


1) Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z° —10z* +33z-34 . 
a) Calculer P(2). 


b) Déterminer les réels a et btels que pour tout z on a: 
P(z)=(z-—2)(z° +az +b). 


c) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexe, l’équation Píz)=0. On 
note z, ; z, et z, les solutions de (E) telles que Im(z,) < Im(z,) < Im(z,). 

2) Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (o;u,v) á 
Soient les points A, B et C d’affixes respectives : z, =z, +3i, Z4 =z,+i et 
Z¿=6+2i. 

a) Vérifier que z, =4+4i et z, =4. 

b) Ecrire les nombres z, et z, sous forme trigonométrique. 


c) Placer les points A, B et C dans le repère. 


z—4 
z—-4-4i` 


3) Pour tout nombre z +4+4i on pose : f(z)= 


a) Vérifier que f(z.)=i et interpréter graphiquement. 

b) Déterminer et construire T, l’ensemble des points M du plan d’affixe z tel 
que [f(z)|=1. 

c) Déterminer et construire T, l’ensemble des points M d’affixe z tel que f(z) 
soit imaginaire pur. 

4) Pour tout entier naturel n, on pose z, =(z,) et soit M, le point d”affixez, . 


a) Déterminer l’ensemble des entiers n pour lesquels le point M, appartient à 
Paxe des abscisses. 


b) Déterminer l’ensemble des entiers n pour lesquels on a OM, >2015 . 


Exercice 7 


1) Pour tout complexe z on pose : P(z)=z* —10z? +36z -40 


a) Calculer P(2) 
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b) Déterminer les réels a et btels quepour tout Z on a: 
P(z)=(2-2)(z* +az+b) 


c) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexes, l’équation P(z) -0. 

2) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (Ou, v) , on 
considère les points A, B et C d’affixes respectives : 
Z, =4-2i,z, =2etz. =4+2i. 

a) Placer les points A, B et C dans le repère (0;u, y) ’ 

b) Déterminer la nature du triangle ABC. 

c) Déterminer Paffixe z, du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. 


3) Pour tout nombre z+4+2i ; on pose : f(z) = me : 
a) Vérifier que f(z,,) =i et interpréter graphiquement. 

b) Déterminer et construire T, l’ensemble des points M du plan d’affixe z tel 
que [f(z)|=1. 

c) Déterminer et construire T, l’ensemble des points M du plan d’affixe z tel 
que |f (z) — 1 =4/2 


4) On pose z, =f (2i) . Pour tout entier naturel n on note z, =z;". 


a) Ecrire z, sous forme algébrique, puis vérifier que z, =V2 sa : 

b) Déterminer la plus petite valeur de l’entier n telle que z,| 2 2017. 

c) Vérifier que le point d’affixe z,,,, appartient à l’axe des imaginaires 
purs. 

Exercice 8 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (O;ú,v). Pour tout 
nombre complexe zon pose : P(z)=z*-(3+2i)z* +(3+3i)z-4i . 

1.a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe — 8+ 6i 

b) Calculer P(i) 

c) Déterminer les nombres a et b tels que pour tout nombre complexe z on 
a : P(z)=(z-i)(z +az +b). 
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d) En déduire l’ensemble des solutions de l’équation P(z)=0. 

2) Soit A, B etC les points d’affixes respectives z, =i, z,=1-ietz,=2+2i. 

a) Placer les points A, B etC. 

b) Déterminer la nature du triangle ABC. 

c) Déterminer l’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme. 

d) Déterminer et construire l’ensemble T des points M du plan d’affixe z tel 
z-2-2i 
z—l+i 


que =1. 


3) Pour tout entier naturel n, on pose z,=(z.)" et v,={z,]| . 


a) Vérifier que z, = 22e * puis en déduire Pécriture trigonométrique de z,. 
b) Montrer que (v,)est une suite géométrique dont on donnera la raison et le 


premier terme. 
c) Calculer la limite de (v,) et exprimer en fonction de n la somme 


S, = Vo HV teet Vie 


Exercice 9 (Bac) 


1.a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe —3+4i 

b) En déduire les solutions, dans C, de l’équation z° +(3-6i)z-6-10i=0. 
2)Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé (ou,v) , on considère 
les points A, B et C d’affixes respectives z, =-2+2i ; z,=i et zo =-1+4i. 

a) Placer les points A,BetC . 


b) Déterminer la nature du triangle ABC. 

c) Déterminer l’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme. 
3)Pour tout nombre complexe z +i; on pose : f(z) = mz 

a) Déterminer et construire l’ensemble T, des points M du plan d’affixe z tel 
que [f(z)=1. 

b) Déterminer et construire l’ensemble T,des points M d’affixe z tel que f(z) 
soit imaginaire pur. 

c) Déterminer et construire l’ensemble T, des points M du plan d’affixe z tel 
que|f(z)—1|=V2. 

4) On pose, pour tout entier n21 ; z,=(z,). 


a) Ecrire z, sous forme trigonométrique. 
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b) Déterminer la longueur du segment OM „s, où Mp est le point d’affixe Z,,,: 


Exercice 10 


Dans l’ensemble des nombres complexes C , on pose: 
P(z) =z? —(4+8i)z? +(—16 + 20i)z +24 +8i. 
1.a) Calculer P(2i). 
b) Déterminer les complexes œŒ et B tels que pour tout complexe Z on a: 
P(z) =(z—2i)(z° + oz +f) 


c) Résoudre l’équation P(z) =0. 


Exercice 11 


On considère dans l’ensemble des nombres complexes l’équation suivante : 
z’ +6z+25=0 (E) 


1) Déterminer les nombres complexes z, et z, solutions de (E) tels que 


Im(z,)>0 . 

2) Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (ou, v) : 
Soient les points A, B et C d’affixes respectives : zZ, =Z,—6i, Z, =Z, +4 et 
Zc =-l+2i. 

a) Placer les points A, B et C dans le repère. 


b) Déterminer la nature du triangle ABC. 


c) Déterminer l’affixe du point D tel que le quadrilatère ABDC soit un 
parallélogramme. 


z+3+2i 
2-3 ` 


a) Calculer le nombre a =f(5-—6i) puis l’écrire sous forme algébrique et 


3) Pour tout nombre z + 3, on pose : f(z) = 


trigonométrique. 


b) Déterminer [ l’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que f (z)| =1. 


c) Déterminer T, l’ensemble des points M du plan d'affixe z tel que 


[£(z) 1] =V/10. 
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Exercice 12 


Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé (O;ü, ÿ) . 


1) Pour tout nombre complexe z , on pose : P(Z)=z*—(2+6i)z2—11z-—8+6i 
a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe Z = 32i. 
b) Calculer P(2i). 


c) Déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C: 
P(z)=(z-2i)(z2+az +b) 


d) Résoudre, dans C, Péquation(E):P(z)=0. 

2) Soient A, B et C les points d’affixes respectives : z, =-1; z,=2i et 
Z¿=3+4i. 

a) Placer les points A, B et C dans le repère. 


b) Déterminer l’affixe du point D tel que le quadrilatère ABCD soit un 
parallélogramme. 


c) Déterminer et représenter l’ensemble T° des points M d’affixe z telle que 


z-2-2%i .. soau 
le nombre PS soit imaginaire pur. 
z—2i 


3) Pour tout entier naturel n, on pose z, =(z,) et soit M, le point d”affixez, . 
a) Ecrire z, sous forme exponentielle. Montrer que le nombre z,,,, est réel. 
b) Déterminer l’ensemble des entiers n pour lesquels on a OM, > 2020 . 


4) Pour tout entier naturel n, on pose U, =/z Z 


n+l 
a) Montrer que (U,) est une suite géométrique. Déterminer sa raison et son 
premier terme. 

b) On pose S, =M,M, +M,M, +... +M,M, ,. Calculer S, en fonction de n 


puis calculer lim S,- 


N>+o 


Exercice 13 


1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) = z? +(2-—2i)z? +(2—4i)z —4i. 
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a) Calculer P(2i). 
b) Déterminer les nombres A et btels que pour tout Z on a: 
P(z)=(z2—2i)(z° +az +b). 


c) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexe, l'équation P(z)=0. 


2. On considère, dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé (O;u , v), les 


points A, B et C d’affixes respectives Z, =—1—1,z, =2i etz. =-1+i. 


a) Placer les points A , B et C dans le repère (O; u A y) . 


b) Déterminer l’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. 
c) Déterminer et construire l’ensemble des points M d’affixe z telle que: 
Iz+1-i|=3. 


Exercice 14 (Bac) 


1. a) Calculer (4-27. 

b) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexes, l'équation z?* +(2-4i)z-6=0. 
2) Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct(O;u, v) . On 
considère les points A, B et C d’affixes respectives : z, =1+i , Z¿=-3+3i et 
(2) | 

(zx y 


a) Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres Z,, Z, puis en déduire 


celle de Zo. 


b) Placer les points A et B dans le repére (0;u, v) š 


; en Z ea 2 A P 
c) Ecrire sous forme algébrique le nombre — puis interpréter géométriquement. 
A 


z+3-3i 
z-1-i ` 
a) Résoudre, dans l’ensemble des nombres complexes, l’équation f(z) =i . Interpréter 


3) Pour tout nombre complexe z #1+i ; on pose : f(z) = 


géométriquement. 
b) Déterminer et construire T', l’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que 


fœ|=1. 
c) Déterminer et construire T, l’ensemble des points Md’affixe z tel que f(z) soit 


imaginaire pur ou nul. 
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d) Déterminer et construire T, l’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que 


HO ENER 


Exercice 15 (Traduit) 


Soit z un nombre complexe ; z 431 . 

—-z—2-—i 

On pose : f(z) = 2o 
Z—3i 


1) Déterminer z,=f(i) puis l’écrire 


sous formes algébrique et 
trigonométrique. 
2) Déterminer z, =f(1) puis Pécrire 
sous formes algébrique et 
trigonométrique. 


3.a) Déterminer le nombre z, =f(1—i) 
puis l’écrire sous forme algébrique. 

b) On pose O=argz,. 

Calculer cos6 et sin0. En déduire 


une écriture trigonométrique du 
nombre z, =f(1-—i). 


4) Déterminer puis construire dans le 
plan complexe l’ensemble T, des points 


M d’affixe z telle que [f(z)|=1. 


5) Déterminer puis construire dans le 


plan complexe l’ensemble T, des 
points M d’affixe z telle que 
E(2)+1=245. 


tz 4310 Le le 7 Ss 

-2-2-i. 
z—3i 

Cl ¿de dy z =£(i) all cos (1 

hall y sl 

Osid de dy z, =£ (1) 3 Ge (2 

al y sl 

ue Ass z,=f(1-i) sal os (a 

. ait JS) 

. O8=argz, 44 (b 


.f(z)= 


Aiia QUS gig sinO y cosO cual 
,Z, =f(1—i) sul 


r t) ¿Sil i Jia ai de (4 
dus z ON CIM hi de gapa 
(2) =1 


T, ¿úl ¿qual ¿Ji ai Où (5 
das z Gal ii M dti de gapa 
[E(2)+1]=245 
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Exercice 16 (Traduit) 


1) Résoudre dans l’ensemble des nombres 
complexes l’équation (E,) :z?-—4z+16=0 


2) Ecrire les 
trigonométrique. 


solutions sous forme 


3) Soit le nombre complexe u =2—2iV3. 


a) En utilisant la forme trigonométrique du 


nombre u; déduire tous les nombres 
complexes z vérifiant Z‘ =u. 
b) Déterminer algébriquement tous les 


nombres complexes x vérifiant X? =u , puis 
en déduire de nouveau les nombres complexes 
z vérifiant Z‘ =u. 


11 
c) En déduire les valeurs de cos et 


di) sic) Le gage (5 Ja (1 
z’ —4z+16=0 :(E, )Auall 
al JS da) ¿de ca) si (2 
u=2-2i/3 sl sl ys (3 


¿y dal A JE alii (a 
A Z ¿a se Y Je giil 

Zi=u és 
X Gui) das JS Ls des (b 
¿a ña) ai X? =u das 3 ill 
¿ás ¿Y Z Gl e dus 


.Z'=4u 


Exercice 17 (Traduit) 


Dans l’ensemble des nombres complexes 


z—-1+6i 
on pose P(z) = =—=— 
į A i 

1) Calculer puis écrire sous forme |% 


algébrique chacun des nombres suivants : 
PI , P(3+6i) et P(—4+3i) 

2) Résoudre dans C  l’équation 
P(z)=1-i et écrire la solution sous forme 
algébrique. 


3) On muni le plan complexe d’un repère 


¿cuál intl sac Y) de gaza (A 
z-1+6i 


P = 
Oda 


gr JS ¿de gis call 


+ GUN alas) ¿ya 
P(-4 +31) *P(3 + 6i) 


PD) 


a P(z)=1-i Aad) C à da (2 


Lg Jill ¿e bla us) 


Nombres complexes 


02_Maths SN Inner.indd 53 


03/02/21 9:03 pm 


93 


orthonormal direct (O,u,v) . Déterminer 


et représenter l’ensemble des points M 
d’affixe z dans les cas suivants : 


a) [P(z) =1. 

b) Le nombre P(z) est réel. 

4) On pose Z=P(3+6i). Soit M, ; M, 
les points d’affixes respectives Z et Z” ; 
ne IN”. 


a) Montrer que Z = 4/2, (cos 3 +isin D è 


b) Ecrire Z” sous forme trigonométrique. 
c) Déterminer et représenter dans le plan 
les points M, ; M, ; M.. 

d) Montrer que le triangle OMM, est 
rectangle isocèle en M,. 

5.a) Pour quelles valeurs de n ; le point 
M, est situé sur l’axe (Ox)? 

b) Montrer que les points O ; M, ; Mos 
sont alignés. 

6.a) On pose U, =|z,,, —Z,|. Montrer que 


(U, ) 
Déterminer sa raison et son premier 


n+l 


est une suite géométrique. 


terme. 
b) On pose 

S, =M, M, +M,M, +.. +M,M a. 
Calculer S, en fonction de n puis calculer 


lim S.. 


n— +0 


gi di à as .(O;u,v) pilas 
z GX ii M ill de gag (5 ginali 
LOU oilali Ge JS à 

IP(z) =1 (a 

is P(z) sal (b 

gus yy Z = P(3+6i) e (4 
Z” 5Z òi sa M, 3M, 


. ne IN* ía 
Z = V2(cos + isin ©) ¿d ds (a 


ill JS) de Z” si (b 

«M, La gjall ¿A dia ai aa (e 
M, ‘M, 

¿guía y a OM, M, ¿Êd Of o (d 
.M, ož 


M, y saut aá si Jai Ga (a.5 


Sara gil) jga de 
Ms * M, ‘O. H Où os (b 
y ea 


OÙ os e U,=Z,,-Z,| 24 (a.6 
lgulul ¿ad caille, guaia Aiia (U) 
.JyY) Bas y 


t (b 
S, =M, M, +M,M, +.. +M,M, a 
. lim S, qual añ n Ny S, cua) 


n— +o 
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1. RESUME DE COURS 
Généralités 


Définition 


On appelle suite numérique, toute application de N (ou d’une partie de N ) 


dans R . 

Propriétés 

Propriété Condition 

On dit que la suite (U,) | Si... 

est... 

croissante pour tout entier naturel n ; U,,, -U, 20 

strictement croissante pour tout entier naturel n ;U,., -U, >0 

décroissante pour tout entier naturel n ;U,., -U, <0 

constante pour tout entier naturel n ;U,., -U, =0 

monotone La suite est croissante ou décroissante 

majorée il existe un réel M tel que pour tout entier 

naturel n , on ait U, <M 

minorée il existe un réel m tel que pour tout entier 
naturel n , on ait U, >m 

Bornée elle est à la fois majorée et minorée 

Positive pour tout entier naturel n ; U, >0 

périodique de période T >0 | pour tout entier naturel n ;U,., =U, 

Convergente Elle possède une limite finie Ze R 

convergente vers le R lim JU, -2/=0 

Divergente Elle n’est pas convergente : n’a pas de limite ou 
possede une limite infinie. 
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Remarque 


Soit (U, ) une suite de termes strictement positifs. 


U 
ca > 1,Vn > (U, ) est croissante 


w <1,Vn > (U, ) est décroissante 


Suites arithmétiques 


Propriété caractéristique Il existe un réel r tel que pour tout entier 
naturel n , on ait U,, -U, =r 


Le réel r est appelé raison de la suite 


Terme général Un= U y + nr 


u n = U; +(n-1)r 


U n = Up + ( n-p)r 


Raison u,-u, 
r= 


»px*q 


Monotonie r>0 > (U, ) est strictement croissante 


r<0 > (U, ) est strictement décroissante 


r=0 > (U,) est constante 


La somme de termes S Peso. Pins (premier terme + dernier terme) 


consécutifs d’une suite A 

E ada n—p+1 
arithmétique: S= — “m +u,) 
S=u,+u,, +….+u, 
En particulier, la somme des n(n +1) 

. E 1+2+...+n= 

entiers naturels de 1 à n: 2 
Si a , b et c sont trois termes pata, Ma Usa +U, , 
consécutifs d’une suite 2 | 2 
arithmétique, alors le terme b |Ú,.,+U,,, =2U,, n2p 
est appelé moyenne 
arithmétique de a et c 
moyenne arithmétique d’une a AX le 
série de n nombres: n ni 
X Xp X370009X, 
Remarque 


Toute suite (U,) définie par U, =an+b, (où a,be R ) est une suite arithmétique 
de raison a et de premier terme b. 
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Suites géométriques 


Propriété caractéristique 


il existe un réel q tel que pour tout entier 
naturel n , on ait U, =qU, 


le réel q est appelé raison de la suite 


Terme général 


= A n-1 _ n-p 
u, =u,q =Uuq = u,q 


Raison q"? = u, 
u, 
La somme de termes q%l> 
a . 3 . nombre 
consécutifs d’une suite E (raison) al 


géométrique de raison q: 


S=4,+U,,+++U, 


S = premier termex 


1—raison 


q=1>5S=(n-p+1)u, 


La somme des puissances 
consécutives d’un nombre : 


1 1 
1 _ x"* yot Pe 1 


1-x 


lex ++" = , xel 


x-1 


Convergence 


(Premier terme non nul) 


lq|<1> lim U, =0 


n—+0 
(| >1— (U, ) est divergente 
q =-1>(U, ) est divergente : alternée 


q =1> (U, ) est convergente : constan te 


Si a , b et c sont trois termes 
consécutifs d’une suite 
géométrique , alors le terme 
b est appelé moyenne 
géométrique de a et c 


b’ =ac 
U? =U, XU, 


+1 


2 
U,,XU,,, = Us, n2p 


O, = JU, X Us = JU, X Us N2P 


n+p ? 


si (U, ) est une suite positive. 


moyenne géométrique d'une 
série de n nombres: 


X¡>X29X35009X, 


1 
n n 
rab o. o S = [I X; 
i=1 
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Remarques : 
° Toute suite (U, ) définie par U,=aq", (où a,qe R ) est une suite 


géométrique de raison q et de premier terme a. 


. Si le rapport Ses est constant, alors la suite est géométrique de raison 
n 

q= Lo 

U, 
Convergence 
Propriétés 
° Toute suite croissante et majorée converge. 
° Toute suite décroissante et minorée converge. 
° Toute suite monotone et bornée converge. 
. Si, à partir d'un certain rang, [U,-/<o,, et si lim a, =0, alors 
lim U, =£. 
nt 
° Si, à partir d’un certain rang, U, <V, <W,, et si lim U, = lim W, =£, 


alors lim V, =£. (Théorème des gendarmes) 


Suites adjacentes 


Deux suites sont dites adjacentes si, et seulement si, l’une est croissante, l’autre 
est décroissante et elles convergent vers la même limite. 


e Si deux suites (U,) et (V,)sont adjacentes, (U,) est croissante, (V,) est 


décroissante et lim U, = lim V, =2, alors pour tout entier naturel n : 


U, SU, <. <U, SLS V, SV a Sa <V SV, 


e Si deux suites (U,) et (V, ) sont adjacentes, alors : 


(Ua), (Va) 
ont même limite 


U 
& | lim (U, - V,a) = 0| & | lim —>=1 
N— +00 


n+ Va 
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Raisonnement par récurrence 


Principe 


On considère une propriété P(n) qui dépend d’un entier naturel n. Soit n, un 


entier naturel. Si P(n,)est vraie, et si pour tout entier n>n,, P(n) implique 


P(n+1), alors P(n)est vraie pour tout entier naturel n>n,. 


Etapes de démonstration par récurrence 
1) L’initialisation : On montre que P(n,)est vraie, 


2) L’hérédité : On montre que P(n) vraie > P(n+1) vraie . 


3) Conclusion : Pour tout entier n>n,, P(n) est vraie. 
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IL QUESTIONNAIRES A CHOIX MULTIPLE 


QCM 1 


Dans cet exercice, (U,) est une suite numérique telle que U, =1et pour tout ne N, 
3U,,, -2U,=0. 


` 


Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées à chaque question est 
correcte. 
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond. 


Questions Réponses 
N° A B C D 
1 Le terme général 2" a) 2 3 
. U =| U =| > U =| -2 =| = 
de la suite (U, ) est n 3 n 2 n 3 n 2 
2 (U, ) est une suite croissante décroissante | divergente non 
monotone 
3 La somme qye n+l 4 2)" 
1-(3) aa al1-| [À 
S, =U, +U, +..+U, 3 3 2 3 
est égale à 3 3 
4 lim U, = 0 +oo —oo 1 
N>+00 
5 (U, ) est une suite minorée majorée par | convergente | Divergente 
par 1 1 vers 1 
6 La suite (V,) géométrique | Arithmétique | constante Positive 
définie par 
V, = Das E U, est 
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QCM 2 


Dans cet exercice (u) est une suite à termes strictement positifs, on définit la suite 


(v, ) de terme général: v, = 


u 


n 


Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées à chaque question est 


correcte. 


Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond. 


par 2, alors (v,) 


est: 


2 


2 


1 


Questions Réponses 

N°? A B C D 

1 : pá majorée par | minorée par | minorée par bornée 
Si (u,) est majorée J p p p 


2 Si (u,)et (v, )sont 


limu, = lim v, 


Nc n>+0 


limu, = lim v, 


Nc Nc 


limu, =lim y, 


Nc Nc 


limu, < lim y, 


n=% nc 


périodique de 
période 4 , alors 


(v, ) est: 


adjacentes, alors : =2 =NI, =1 
3 si (u, ) est croissante | décroissante | constante | non 
a monotone 
décroissante, alors 
(v, ) est: 
7 éométri éométri arithmétique i 
4 Si (u, est géométrique | géométrique 1 ique | Divergente 
géométrique de de raison — | de raison — 
raison 3 , alors 3 3 
(v, ) est: 
5 Si (u, ) est converge pr diverge est i 
: De vers arithmétique 
arithmétique de vers — ii 
raison 5 , alors 5 
(va): 
6 Si (u, )est non pertodigue convergente | constante 
monotone de période 2 
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Ill. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


On considère la suite numérique (U, ) définie par : 
U,=1 


U 
=", VneIlN 
= 1496 * 


1 
On pose V, => Vn e IN 


n 


1.a) Calculer U,, U, ,V,,V et V,. 


b) Montrer que la suite (V, ) est arithmétique et déterminer sa raison. 
2) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 


3) Etudier la convergence de (U,)et (V, ). 


Exercice 2 


Pour tout entier naturel n on pose: U = pArA ,V AA 


À 2 ou 2 
1) Déterminer la nature de chacune des suites (a,) et (b,) tels que: 
a, =U,+V,; b, =U, -V, pour tout ne N 


2) En déduire : S, =U,+U,+-+U, 53 S' =V +V +--+V 


a * 


Exercice 3 


Pour tout entier naturel n on pose : 
2 2 2 2 
E + + +-+ 
1x3 3x5 5x7 (2n +1)(2n +3) 


1) Déterminer deux réels a et b tels que : 
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2 a 
= + 
(2k+4)(2k+3) 2k+41 2k+3 


, pour tout ke N 


2) En déduire une expression simple de S, puis calculer limS, . 


n>+00 


Exercice 4 


On considere la suite (u,) définie par : 


u =1 
pour tout ne N. 
Uy = 4, +2n+3 


1) Calculer u,,u, et u, . 
2) Etudier la monotonie de la suite (u,,). 
3. a) Démontrer par récurrence que, pour tout ne N, u, >n?. 


b) Quelle est la limite de la suite (u,,) ? 


4) Conjecturer une expression de u, en fonction de n, puis démontrer la 
propriété ainsi conjecturée. 


Exercice 5 (Bac D) 


On considère la suite numérique (U,) définie pour tout entier n>1par: 
_n+n+1 
"" n(n+1) ` 


l.a) Calculer U, , U, et U,. 


1 ? 
b) Justifier que la suite (U,) : 
e Nest pas arithmétique ; 
e Nest pas géométrique ; 


e Est convergente. 


| n°1 
2. Pour tout entier n >1, on pose : V, = 
n 
a) Montrer que : U, = V a- V, 
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b) En déduire l’expression de la somme : 


S, =U,+U,+--:+U, en fonction de n. 
3) Pour tout entier n2>2, on pose: W,=InV, et S' =W,+W, +---+W, . 


Em) 


Démontrer que: S', = in 
2n 


Exercice 6 


Soit a, et b, les suites définies pour tout n entier naturel par : 


a, =2,b, =3 
1 

a, = Pr +2b, ) 
1 

b,41 =z an +3b,) 


1) Calculer a7 et b] ,a2 et b2. 

2) Soit (un) la suite de terme général U, =a, +b, . Montrer que uņ est constante et 
calculer un. 

3) Soit (v,,) la suite de terme général Y, =a, —b,, . Montrer que (r, ) est une suite 
géométrique. En déduire l'expression de v, en fonction de n. Justifier que (v7) est 


négative. 
4) Exprimer a,, et bn en fonction de u,, et v,, puis en fonction de n. ) En déduire 
lima, et limb,. 
Nn> +% n—>+0 
5) Montrer que (an) est croissante et que (bn) est décroissante. 
6) Que peut-on dire des suites (an) et On) ? 


Exercice 7 


Soit (u, ) et (v, ) les suites numériques définies par : 


u= 3 v= 4 
u _ 4, +», et Uy Y 
n+1 T 2 Y nr = 2 
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1) Calculer u,,u, et v, , v,. 


2) Pour tout ne N, on pose w, =v, -u, 


O O | 1 
a) Montrer que w, est une suite géométrique de raison 4° 


b) Exprimer w, en fonction de n et préciser sa limite. 


3) Etudier les sens de variations de deux suites u, et v, , puis démontrer que u, et v, 


sont adjacentes 
> r spa u, +2v, . 
4.a) Démontrer que la suite £, définie par : t, = NE est une suite constante. 


b) En déduire la limite commune de u, et v,. 


Exercice 8 


Démontrez par récurrence que, pour tout entier naturel n21, on a : n!>2"!. 


Exercice 9 


1) Montrer que pour tout réel x positif ou nul et pour tout entier n positif ou 
nul, ona (1+x)" >1+nx. 


n 


! 
2) Soit la suite définie par : u, =—. Calculer u,,u, et u,. 
n 
3.a) Montrer que pour tout n>0,ona ne, 
u 


n+1 


b) En déduire le sens de variation de (u,) . 
ar 


1 
4.a) Monter que 0<u, < pre 


b) Calculer lim u, . 


Nn>+00 
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Exercice 10 


Démontrer par récurrence que : 


m-2)m+3), 


A > ; pour tout n>3. 


Exercice 11 


Démontrer par récurrence que : 


2 n(n+1)(2n+1) 


P+2+...+n= E ; pour tout n >1 


Exercice 12 (D’après Bac) 


On considère la suite numérique de terme général U, =— , pour tout entier naturel 
e 


nèi. 


1. a) Calculer U, et U,. 


b) Prouver que la suite (U) est positive et décroissante. Conclure. 


c)Démontrer que : Yne IN"; U ,=-UÙ + (*). En déduire que 


lim U, =0. 


n—>+00 


2) Pour tout entier naturel n > 1on pose : S, =U, +U,+---+U,. 


= e 1 
a) En utilisant légalité (*) prouver que: S, = — U, + zd-—) 
e-1 (e—1) 
b) Déduire de ce qui précède: lim $, . 
N> + 
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IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 
1.a) On a : 
U = U, 1 
1 1+ 2U, 3 
1 
U U, 3 - 1 
3 
ET D 
Ve = 1 
0 
= LL 
y =) 
1 
1 
=D 


b) Pour montrer que la suite (V, ) est arithmétique, il suffit de montrer que la 
différence V Pa V est constante pour tout ne N. 


1+2U 
: ov- a O | 
Ona: V; V U U U U 


n+l n n n 


Alors Va — V = 2 et la suite (V, ) est arithmétique de raison r = 2. 


2) On sait que v = V + nr. Alors V =1+2n. 


ee D =l. 
OrU =, Vne IN,ona U, Tim’ Vne IN. 


3)Ona: 


lim V = lim(1 + 2n) = +æ. Alors la suite (V, ) est divergente. 


N—+e n n—+00 


limU = lim 


57 = 0. Alors la suite (U ) est convergente vers 0. 
n+ n n>+» Í + 2n n 
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Corrigé 2 


1) On a 
a =U yv =2 -4n+3, 2" +4n-3 
n n n 2 2 
_2"+2" _ 
= > 2 
Donc a, =2* =2.2" = 2a 


Alors (a, ) est une suite géométrique de raison q = 2. 


On a aussi 


-gu -v -2-4n+3_2'+4n-3 
b, = U, V 2 2 

= =8n+6 _ _4n+3 

2 
D... = -4n +1)+3=-4n-4+3=b 4, 
Alors b,,,—b, =4,Vne N et la suite (b,) est arithmétique de raison r = 4. 
2) Pour calculer les sommes on a : 
S +S =U tU FEU SEVEN toV 
=(U FYI+H(U +V)+t +U +V) 


S +S' =a +a +: +a 
n n 0 1 


1-07 1x1=-2* 


Ted" je 


S +S'=2" -1 

D’autre part ; 

S-S =U +U+-+U-V-V-..-Vv 

n n 0 1 n 0 1 n 
= (U VU -VD+ +U =") 


S =e =p +b teth 


(n + DO, + b) 
F 2 
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S _S' = (n + De 4n + 3) 
= (n + 1)(n + 3) 


Ss — se = (n + 1)(2n + 3) 

On obtient le systeme : 
S +8 =2" -1 (1) 
S -S ={(n+1)(-2n +3) (2) 


Par addition 2S =2"*' —1 + (n + 1)(22n + 3) 
Donc S = Lp -1+ (1 +1)(-2n + 3)].. 
Par soustraction : 28" = 2"** 21 (n + 1)(22n + 3) 


Donc S' = Ha _1-(n+1)(-2n + 3). 


Corrigé 3 


1) On utilise une identification : 
(Plusieurs étapes : réduction au méme dénominateur ; développement, 
réduction, ordre puis identification) 


db a(2k + 3) + bQk + 1) 
2k+1 2k+3 (2k+1)(2k + 3) 


a b _ 2ak + 3a + 2bk +b 
2k+1 2k+3 (2k + 1)(2Kk + 3) 


a ,_b _ (2a + 2b)k + 3a +b 
2k+1 2k+3 (2k+1)(2k +3) 


2 (2a + 2b)k + 3a + b 
(2k +1)(2k +3) (2k + 1)(2k + 3) 


Par identification : 


2a + 2b = 0 
3a + b = 2 
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Alors a = 1,b =-1. 


Donc Vk e IN 


2 __1 __ 1. 
QK+DCkK+3)  2k+1 2k+3° 


2) Pour trouver une forme simple de S, on écrit l'identité précédente pour 
k = 0,1,2,...,n 


2 2 _1_1 
Etes "13 

_ 2 _-1_1 
kelga > 

_ 2 _1_1 
K=2 3x] 5 7 

_ 2 E A | 
kens arden?) mri m73 


On additionne membre à membre et on simplifie on obtient : 


—1ı__ | _ 2n+2 
2n+3 2n+3° 


On en déduit que Jim S = 1. 


Corrigé 4 


1) Ona u, =u, +2n+3 

u =u,+2xX0+3=u, =1+3> u, =4 
u,=u,+2xX1+3=u,=4+2+3—=u,=9 
u;=u,+2X2+3—u, =9+4+3 > u =16 

2) On a, pour tout entier naturel u,,,-u, =2n+3 >u 


n+1 7 Un >0. 


Donc (u,,) est strictement croissante. 
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3. a) Démonstration par récurrence : 

e Ona:u,=1>0?, la propriété est vraie au rang 0. 

e On suppose que u, >n’ et on démontre que u, >(n+1). 
D’après l’hypothèse, en ajoutant 2n+3, on obtient u, +2n+3>n?*+2n+3 
Donc u,,,>n°+2n+3.0Or n°+2n+3>n°+2n+1,alors u,,, >n?+2n+1. Enfin 
Un > (n+1? . 

e Conclusion : Pour tout ne N, u, >n?. 


b) Comme pour tout ne N, u, >n?, et que n° tend vers + lorsque n tend 
vers +00, Un tend clairement vers +o. 

4) D’après 1) on a: u,=1,u, =4,u, =9,u, = 16 . On voit apparaître la suite 
des carrés des entiers consécutifs 1, 2, 3 et 4. La comparaison de la valeur de 
Un avec le carré de l’indice n permet de conjecturer que u, =(n+1)? pour tout 


neN. 
Utilisons une démonstration par récurrence pour montrer cette conjecture. 
Pour n =0,ona que u, =1=(0+1). L'égalité est vérifiée. 

e On suppose que u, =(n+1)° et on démontre que u, =(n+2) . 
D’après l’hypothèse, en ajoutant 2n+3, on obtient u, +2n+3=(n+1)+2n+3 
Donc u,,,=n°+2n+1+2n+3 
u,,,=n+4n+4,alors u,,, =(n+2). 


e Conclusion : Pour tout ne N, u, =(n+1). 


Corrigé 5 
La suite numérique (U, ) est définie pour tout entier n > 1par : 
e n°+n+1 
n(n+1) ` 


1.a) Calcul de termes : 


Pills 3 
1 1(4+D 2 
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2? +2+1 7 U 3 +3+1 13 


TS 7 3G+D 12 
13 1 13 7 1 
b) O OU, -U,=--2=-2 et U,-U, ==--=-= 
DRE 62 3 * “os 2 
Comme U, - U, + U, —- U,, la suite (U,) n’est pas arithmétique. 
7 13 
o U _6_7 et U _ 12 -B 
U 3 9 U, 7 14 
2 6 


U U PE 
Comme 242, la suite (U,) n’est pas géométrique . 


1 2 
2 2 
n+n+1 . n 

e limU,= lim —~—— = lim — =1. 
N—+ no+ n +n n>+ n 


La suite (U,) admet une limite finie, donc (U, ) est convergente. 


2. Pour n>1, V, = 


(n+1)-1 n°-1 n°+2n+1-1 n°-1 
n+1 n n+1 n 


a)Ona : V,, -V,= 


n?+2n n?*-1 


V -V= 
n+l n n+1 n 
_ n(n?+2n)-(n+1)(n° -1) 
à n(n+1) 
_n°+2n°-(n°-n+n°-1) 
_ n(n+1) 
y y _ n?+2n’-n?+n-n’ +1 
n+l n= n(n +1) 
y n'+n+l 


172 n(n+1) 


Alors : U, = Vanu — Va 


72 
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b) On utilise le résultat précédent pour simplifier la somme 
S, =U, +U, +- +U, . On obtient : 


U =V, - Y, 

U, = V,-V, 

Da = Va = Vas 

U, = Vin = Va 
En faisant la somme on trouve S, =V, -Ve 

n’ +2n n° +2n 
On sait que V,a = A et V, =0. Alors S, = : 
n 


n+1 
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Corrigé 6 


1) On a pour n = 0 : 


1 1 12 
a, == Gao +2bo) =Z (3x2+2x3) = 


1 1 13 
b,=—(2a,+3b,)=—-(2X2+3x3) = — 
1 AN 0 o) A ) : 
Pour n = 1 : 
1 1 12 13 62 
=-—(3a, +2b,) =-(3x—-+2x = 
a zl 17281) S 5 5) 25 
1 1 12 13 63 
b, =- (a, +3b,)=-(2x—-+3x = 
S gen 1) ES 5 5) 25 


2) Pour montrer que (u,,) est une suite constante, il suffit de montrer que u,,, =u 


n 


pour tout n. 


1 PE 
5 5 
(un) est donc constante de terme général u, =u, =a +b =5. 


1 1 
Uny = any + Day = (38, +2b, )+2(2a, +3b, ) =(5a, +Sb, )=a, +b, =u,. 


3) Montrons que (vn) est géométrique : 


1 1 1 1 
Vn+1 7 An+1 -bay =z (3a, +2b, z. 2an +3b, )=¿(a, -bp a 5 


(Yn) est donc, une suite géométrique de raison 1 et de premier terme v, =a, -b, = -1 
n) q 5 P o = 45 Do 


1 n 
. On a donc v, = v,q" =-1x 5) 


1 
Tan 


A -1 
Il est clair que pour tout n, a <0. Donc v, <0. Alors (Y7) est négative. 


4) On a : 

1 1 

a _ Un + Va a i 

u, =a, +b, u, +v, = 2a, n 2 2 5" 
> > > : 

Va = —Db, un — Va =2b, un — Vn 1 1 

b, = b=] 5+— 

2 2 5" 


1 sq de 5 
Comme — tend vers 0 à Pinfini, lima, = limb, => 
5 n— +0 n— +00 2 


5) On a pour tout n : 


1 1 1 2 
a,,1 A, =z 6a, +2b,)-a, 6 +2b,, — 5a,) =7(2a, HAE 7 (an tba)= Na 


1 1 1 2 2 
bası =D, = (2a, +3b,)—b, =(Qa, +3b, —5b,) == (2a, —2b,)= Z (a, — Da) = £ Vn 
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-a, >0 


an 
Alors l F car (Vn) est négative. 


bay- Pn <0 


Donc (4n) est croissante et (bn) est décroissante. 
6) Les suites (an) et bn) sont adjacentes car (an) est croissante et Un) est 


: : 5 
décroissante, et elles convergent vers la même limite : lim a, = lim b, =>. 
N—}+00 N—}+00 2 
Corrigé 7 
Soit (u,) et (v, )les suites numériques définies par : 
U = 3 Vo =4 
u, + Va et Uns +y, 
aiT 2 n+l T 2 
1) Calcul de u,,u, et v, , v, : 
u, +y, U,y+Vv, 3+4 7 7 U tV, 
Ua > > u4 = = = =) Vu 
2 2 2 2 2 
7 +4 15 
U+v 2 2 15 15 
> yy => 2 2 > y = 
2 2 2 4 4 
De la même manière on calcule u, et y, : 
1,5 2 29 15 59 
u, +v 29 29 + g 4 8g 59 
u, =” 1-2 4 _ 4 she ds = V1 _ 8 4 _ 8 _ 
2 2 2 8 8 2 2 2 16 
59 
|v, == 
16 


2) Pour tout ne N, on définit w, =v, -u, 
Sn de : 1 
a) On montre que (w, ) est une suite géométrique de raison + ; 


+ u 


+ 
212 (on remplace u 


n+1 “Un © 2 2 nsi et Vu par leurs 


Nous avons w,,, =v 


valeurs dans les formules de récurrences) 
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U, FY, u, +, 
Ma 2 
= Uu RA -U =i 
2 
hu 
2 
1/ u, +v, 
Wan a -u 
_1/u,+v, 2, 
2 2 
1 
=-(v -u 
A n a) 
1 
=- Wi 
4 


E aa : 1 
donc (w, ) est une suite géométrique de raison q = T 
b) Expression de w, en fonction de n : 


TE E PO ; 1 a 
(w, ) est une suite géométrique de raison — et de premier terme w, = v, - u, =4-3=1. 
4 


Pour tout ne N, on a donc w, = »,.q" = (7) > |w,= (3) 


* Calcul de la limite de w, : 


à R à sie 1 
Pour tout ne N,ona w, = G . La raison de la suite w, vérifie |q| = z<! donc 


lim w, =0 


Nc 


3) Sens de variations de u, et v, : 


Nous avons : 
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Donc u, est une suite strictement croissante. 
De la même façon ona: 


Cut V Y 


Donc (v, ) est strictement décroissante. 
* On montre que u, et v, sont adjacentes : 


La suite u, est une suite strictement croissante, la suite v, est strictement 


décroissante. De plus, d’après la question 2)  limw,=0. Donc 


nc 


lim(v,-u,)=0 = limu, =lim», . On en déduit que u, et v, sont adjacentes 


Nc n 
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. PRAE 2 
4) (1,) est la suite définie par : +, = o 


a) On démontrer que la suite t, est constante : 


u +2y 
n n 


Pour tout ne N, ona f, = A 


PA ny 
n+l 3 
u +v 
n n + 
2 2 


Donc pour tout entier naturel n, on a ¢,,, =t, la suite (¢,) est donc constante. 


b) Calcul de la limite de u, et v, : 


u,+2v, 3+2x4 11 


Pour tout ne N, t =f,=f, > limf =f, = = 
No 


n+1 


3 3 3 
2 
D’autre part, limt, = lim" = 5 
: Er [+21 11 . 
Puisque limu, = lim v, =/ On en déduit que 5 E. soit |I = = . 
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Corrigé 8 


Initialisation: Pour _n=1 la propriété est 1! >2'* ce qui est vrai car 121. 


Hérédité : 
Supposons que n!> 2"-! ; et montrons que (n+1)! > 2"*"-! c'est-à-dire 
n!(n +1)2 2”. 


On sait que pour tout entier n strictement positif, on a n+1>2 et par 
hypothèse n!> 2”*. Donc en multipliant les deux inégalités, on obtient 


n!(n+1)>2"'x2=2". 


Conclusion : Pour tout entier n strictement positif, on a n!> 2", 


Corrigé 9 


1) Démontrons par récurrence : 

Initialisation: pour n = 0, ona: 

(+x) >1+0x 5 1>1 ; la propriété est vraie. 

Hérédité : 

On suppose que (1+x)" >1+nx eton montre que (1+x)"*!>1+(n+1)x. 
D’après l’hypothèse en multipliant par 1+x : 


(149 >(1+x)(1+nx)=1+x+nx+nx” =1+(n+1)x+nx? >1+(n+1)x. 


Conclusion : Pour tout entier n positif ou nul, on a (1+x)" >1+nx. 


2.a) Calcul de termes : 


n! 
u, =” 
n” 
1! 2! ! 6 2 
Donc u, T 1, u, 7 et Leana o 
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3.a) On a 


u, n! (n+1)" 


n’ (n+1)! 


n! (n+1)" 


n 


(n+1)xn! n 


1Y 1 
On applique l’inégalité du 1. avec x = a : (1+ z) 2l+n—=2. 
n n n 
b) Or tous les termes de la suite sont positifs, on a donc 


u 1 . | Le 
>26 < 2 <1, la suite est bien décroissante. 


n+l n 


u, 


u 


A z 1 a 
4.a) Démontrons par récurrence que 0<u, < ¿mí pour tout entier n>1. 


1 1 
Ona u, =1< C 1 ; la propriété est vraie pour n=1. 


1 > 1 
On suppose que 0<u, < mi et on démontre que 0<u,,, < 


D’après l’hypothèse, en multipliant par j : 0< 


u 1 1 
D’autre part, 0 < a < 7? "m < EL Alors u,., < m 


n 


La suite (u, ) est positive, donc 0< u, S 


n+1 = an’ 
2n 


. 1 P AS 
b) Comme lim ——=0, et que 0<u, <——,on a lim u, =0 (théorème des 
n+ 21 9 n>+o ™ 


gendarmes). 
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Corrigé 10 


e Observons que pour n =3: 
Le premier membre est égal à 3 


(3-2)3+3) _6 
2 2 


Le second membre est égal à =3; 


La propriété est donc initialisée, elle est vraie au rang n = 3. 


e Supposons que, pour un certain entier n > 3, fixé, on ait la propriété 
(n—2)(n + 3) 
ne 


3+4+5...+n= 


(n—1)(n +4) 


e  Montrons qu'alors, on a la propriété 3+4+5...+(n+1) = > 


Ona 3+4+5--+(n+1)=(3+4+5--+n)+(n+1) 


Donc d’après l’hypothèse, en ajoutant (n+1) aux deux membres, on obtient 


34445 nte = PRE +1) 
__(n-2)(n+3)+2(n+1) 
o 2 
(n? —2n+3n-6)+2n+2 

o 2 

2 

—D)(n+4 

Enfin A 0) = PT, 


La propriété est donc héréditaire à partir du rang n = 3. 
Conclusion :La propriété 3+4+5...+n= — est vraie pour tout 


entier n> 3. 


Corrigé 11 


e Observons que pour n=1: 
Le premier membre est égal à 1? =1 


14+1)2+1) _ 6 
6 6 


=1. 


Le second membre est égal a 


Suites numériques 81 


02_Maths SN Inner.indd 81 03/02/21 9:03 pm 


La propriété est donc initialisée, elle est vraie au rang n = 1. 


e Supposons que, pour un certain entier n > 1, fixé, on ait la propriété 
Dai Hs n(n+1)(2n +1) | 
6 
e  Montrons qu’alors, on a la propriété 
(n+1)(n+1+1)(2(n+1)+1) 
a i 


soit P +2? +---+m+1? = Her Acn+ > 


14+2+--+(n+1) = 


D’après l’hypothèse, 1° +2? +...+n° = MERE en ajoutant (n+1)? aux 


deux membres, on obtient 


2 


(n)(n +1)(2n +1) +(n+1) 


14+2+.-4n"+(n+1) = A 


ER A E AE A (n)\(n+1)(2n +1)+6(n+1) 
6 


En factorisant par (n + 1), on obtient 


(n +1) (nQn +1) + 6(n +1)) 
6 


P42+-+n+(n+1) = 


2 
Pirro (n+1)(2n at 


2 
P42 44n tmt = — 


On factorise 2n°+7n+6=(n+2)(2n+3) , on obtient 


__(n+1)(n+2)(2n +3) 


1+2+--+(n+1) - 


La propriété est donc héréditaire à partir du rang n = 1. 


A s 5 2 1 2)(2 è 
Conclusion :La propriété 1° +2°+...+(n+1) = mt — ea est vraie pour 
tout entier n >1. 
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Corrigé 12 
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n 
1) La suite (U, ) est définie pour tout entier n > 1 par son terme général U, = —. 


n 


a) Calcul de termes : 


1 1 
U,=—=-=e" 
e e 
i= 2e” 

e 


n 
b) Nous constatons que U, =— est le quotient de deux nombres positifs. Alors 
e 


pour tout n>1,ona:U, >0. 


On a 

Un n+l e 

U, = e"! F 
_n+1 
en 


le 
e n 


1 1 U 
Or pour tout aide et ip diona -| 1+— |<1. Done —* <1 et la 
e 2 n e n U 


n 


suite (U, ) est décroissante. 


Comme la suite (U, ) est décroissante et positive, donc minorée, on conclut qu’elle est 


convergente. 
; A 1 1 
c) Pour démontrer que pour tout ne N : U,,, =-U,+=7 (*) 
e e 
n+1 
ona: Un = et 
1 n+1 
U, = À n 
e e 
ln 1 
n+1 Sa Ca a) 
ee e 
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1 1 
sa =-(U, +) 

e e 

1 1 
Deia mL LEP) 


On sait que (U,) est convergente. Soit ¿ER tel que lim U,=2. Comme 


n— +o 


1 
U, =-U,+ 


n= et par passage à la limite : 


n+1 
e 


lim U ,=lim lo + l =1 tim U li Don t= e30 d’où ¿=0. 
n+1 n n nt ẹ?+1 e 


Ne n>+ n+l e n—>+> 


e e 
Alors lim U, =0. 


n— +o 


2) Pour tout entier n 2> 1 ; S, =U,+U,+...+U, 


a) D’après l’égalité (*) on a: 


1 1 
U, =-Ù,+— 
e e 


1 1 
U, PaF 

1 1 
U,=-U,+— 

e e 

1 1 
U, =- nat n 

e 


En sommant membre à membre ces égalités : 


1 1 1 1 
U, +U, +...+U, =- (U, +U, +...+U 1) +33 tt 
e e e e 


1 1 1 1 
soit S,-U, =-(S,-U,)+—+—+...+— 
e e e e 


1 1 1 
Comme la partie —-+—+:::+— représente la somme de (n —1) termes 
e e 


2 
e 


1 1 
consécutifs d’une suite géométrique de premier terme — et de raison — , donc: 
e e 
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Lava ¿A pa 
e? e? e” e? 1-1 = e? -e 
e 
Or U, =—, donc S,- =- CA A T 
A z 
1 
1- 
1 1 ii 
a )S, = U, + < 
e e e —€ 
1 
e-1 e-1 1 1 
( JS, = 2 U, + 2 
e e —e e e —€ 
7 1 
_ T nl 
e JS, = U, + us 
e e e —e 
1 
e— 1 a 
( JS, =——U, + 
e e e—1 
1 
e 1 e me 
S, = *—U, + e 
e-l e e-1 e-1 
-1 1 
iSo wT z z4- 
e- (e-1) e 
b) On sait que | <1. 
e 


1 
Cela entraîne que lim (1— 1i =1 et lim == (1-3) = 7: 
nt. e nt (e—1) e (e—1) 

e 


Or lim U, =0, donc lim S, =—— 
nee (e—1) 


N> +00 


85 
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V. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


On considère la suite numérique (U,)définie pour tout n>0 par: 
U 


ASE or 


1) Calculer U, , U;. 


2) Pour tout n >Q on pose V, = = ï 


a) Montrer que (V, ) est une suite arithmétique. Ecrire V, puis U, en fonction 
de n. 


b) Calculer lim U, 


n— +00 


c) Calculer en fonction den: S, = V, +V, ++ Vae 


Exercice 2 


Soit (u, )la suite définie par u, =-2 et pour tout entier n>0 ona 
n 1 


u = u — 
aO 2n+2 " n+1 


1. a) Calculer u,, u, et u, 

b) La suite (u, ) est-elle arithmétique ou géométrique ? 

d) Montrer par récurrence que Yne N, u,<0. 

c) Etudier la monotonie de la suite (u,). 

2) On considère la suite (v,) définie par v, = nu, +2. 

a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le 
premier terme. 

b) Exprimer v, en fonction de n puis en déduire expression de u, en fonction 
den. 


c) Calculer les limites suivantes limu, et lim nu,. 
n+ n+ 
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3) On définit la suite (w,) par w, =nu, et soit S, = W, +W, +W,+...+Ww,- 
a) Donner l’expression de w, à l’aide de v.. 
b) Calculer la somme S? = v, + v, +v,+.…+ v, puis en déduire la valeur de S, . 


c) Calculer Jim S,- 


Exercice 3 


Soit (u, ) la suite numérique définie par u, =1 et pour tout entier n21 : 


3n 4 
Uny T n 
n+1 n+1 
Sd 7 25 
1.a) Vérifier que u, =, etu, E 


b) Justifier que la suite (u, ) n’est in arithmétique, ni géométrique. 

c) Montrer par récurrence que Vne N°, u, >0 

d) Etudier la monotonie de la suite (u, ) 

2) On considere la suite (v, ) définie pour tout entier n21 par : v, =nu, +2 


a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le 
premier terme. 
b) Exprimer v, en fonction de n. 


3" -2 
o 


c) Montrer que pour tout entier n>1: u, = 


3) Soit S, =u, +2u, +3u,+...+nu, + 


A l’aide de v, , exprimer la somme S, en fonction de n. 


Exercice 4 


Soit la suite numérique (u,) définie par : u, =3 etVne N,u,., = Al aui Jo, 
n+ 


1.a) Calculer u, et u, 
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2n+5 
2n +3 


b) Montrer que : Vne N, < ` . En déduire que pour tout entier naturel n, 


n 


ona: 0<U,., <u 


c) Prouver alors que Vne N, U, < 8 et calculer la limite de la suite (u, ). 


2) Pour tout entier naturel n on pose : v = Un 


"" 2n+3 ` 


a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison. 


b) Calculer v, et exprimer v, puis u, en fonction de n . 


Exercice 5 


On définit la suite 4, par son premier terme u, et la relation de récurrence : 


u +6 


n 


—4,+2 


n+1 


1. Montrer qu'il existe deux valeurs a = 2 et b =-3 de u, tels que la suite u, 


soit constante 


; 6 x a ad 
2. Soit f(x) = => ; après avoir étudiée f sur R , tracer sa courbe 
X+ 


représentative ainsi que la droite y = x sur l’intervalle [0 ; 5] et représenter les 
premiers termes de U, (on prendra u, =0). 


Conjecturer le comportement de u, (sens de variation, limite). 


3. Montrer que si U, est différent de a et b, il en est de même de u, (faire une 


démonstration par récurrence). 
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Us u, -4 


— a i 
4. Calculer =p fonction de ab En déduire la nature de la suite 
n+l n 
u, —a 
Ya > ei: Donner Pexpression de v, en fonction de n puis celle de u, . 


n 


Calculer la limite de u, quand n tend vers +00, 


Exercice 6 


On considere la suite numérique (U, ) définie par: 
1 1/2 Y 
U, = 3, Upa a +0) Vne IN ; 
1) Calculer U,, U,. 
2) Soit (V, ) la suite numérique définie par V, = U, ($) 


Montrer que (V,) est une suite géométrique, exprimer V, puis U, en 


fonction de n. 


3) Calculer S, =U, +U, +::-+U,. 


Exercice 7 


On considère la suite numérique  (U,)définie par: 
U, =1 
2n 


U  =3- 3-U ), Vne IN‘ 
sis 3@ +0! n) 


1) Vérifier que U, == puis calculer U, ; U,. 


2) On admet que la suite (U,) est majorée par 3 (a démontrer facilement par 


récurrence). 
E n+3 
a) Montrer que pour tout n de IN" ona: U,.,, —U, = (3-U,). 
3(n +1) 
b) Déduire le sens de variation de la suite (U,). Puis que la suite (U,) est 
convergente. 
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3) On pose pour tout n de IN‘: V,=n(3-U,). 


a) Calculer V; V, et montrer que (V, ) est une suite géométrique. Déterminer 
sa raison. 


b) exprimer V, puis U, en fonction de n. 


c) Montrer que la suite (V, ) est convergente et calculer sa limite. En déduire 
la limite de (U, ). 


d) Calculer par une deuxième méthode la limite de (U, ). 


4) Calculer en fonction de n la somme: S, =U, +2U,+3U, +---+nU,,. 


Exercice 8 


La suite (U,) est définie par et pour tout entier naturel n, par 
Ua = ŽU, +n-1 

1.a) Calculer les termes U,, U, et U}. 

b) Justifier que la suite (U,) n’est ni arithmétique, ni géométrique. 
2.a) Démontrer que pour tout n >3,on a U, 20. 

b) En déduire que pour tout n>4,ona U, >n-2. 

c) En déduire la limite de la suite (U, ). 

3) On définit la suite (V, ) par V, =4U, —8n+24. 


a) Démontrer que (V, ) est une suite géométrique décroissante dont on 


n 


donnera la raison et le premier terme. 
b) Démontrer que , pour tout entier naturel n, U, = (>) +2n-6. 


c) Vérifier que, pour tout entier naturel n, U, =X, +y, où (x,) est une suite 
géométrique et (y a) une suite arithmétique dont on précisera pour chacune le 
premier terme et la raison. 


d) En déduire l’expression de la somme S, =U, +U, +... +U, en fonction de n. 
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Exercice 9 


On considère la suite complexe (Z,),.\ définie par Z, =i et, pour tout entier n, 


1-i 
Zu = à . Pour n entier naturel, on appelle M, le point d’affixe zn. 


1)Calculer Z,,Z,,Z,,Z, . 
2) Montrer que pour tout n entier naturel, z, = E =. 
(72) 


3) En déduire que la suite V, = A est une suite géométrique. Donner son 


terme général et sa limite. 


Exercice 10 


On considère la suite numérique (U, ) définie par: 
U, =0, U, „ =/6+U, ; pour tout ne N 
1) Calculer U, , U, , U,. 


2) Démontrer par récurrence que la U, < 3; pour tout ne N. 


3) Montrer que (U, ) est croissante ; conclure. 
4) Montrer que 3-U,., < 2-0) pour tout ne N.. 
n-1 
5) Démontrer par récurrence que : 3-U, < (3) ; pour tout ne N. 


6) En déduire lim U,. 


n—+o00 


Exercice 11 (Bac) 

On considère la suite numérique (U, ) définie par U, =6 et pour tout ne N, 
U,., =3U, +10n-13. 

1.a) Calculer U, , U, et vérifier que U, =43 . 


b) Justifier que la suite numérique (U, ) n’est ni géométrique ni arithmétique. 

2) On définit la suite numérique (V,) par : pour tout entier ne N, V, =U, +5n-4. 
a) Démontrer que la suite (V, ) est une suite géométrique dont on déterminera la 
raison et le premier terme. Exprimer V, en fonction de n. 

b) A partir de quel terme a-t-on V, > 2013 

c) En déduire que, pour tout ne N,U, =2x(3")-5n+4. 

3) Pour tout entier naturel n, on pose S, =U, +U, +-.-+U, . 

Déterminer l’expression de S, en fonction de n. 
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Exercice 12 (Traduit) 


On considere la suite numérique (U, ) 
définie par : 


U,=0 


1) Calculer U,;U,. 


2.a) Démontrer par récurrence que 
pour tout entier naturel n : 


0<U, <v3. 


b) Montrer que la suite (U, ) est 
croissante. 

c) En déduire que (U, ) est divergente 
puis calculer sa limite /. 


3) Soit (V,, ) la suite numérique définie 
2 
par V, = 3-07 


Vn e IN 


a) Montrer que (V,) est une suite 
arithmétique de raison 1. 

b) Donner l'expression de V, en 
fonction de n. En déduire U, en 
fonction de n. 


c) Retrouver limU,. 


n—>+o 


colo Les À all (U) Aaa A piei 


Vn e IN 


. UU, =al (1 

¿IN Gen JS cj a cuil (a.2 
.0<U, < V3 

Saji (U) ali oj ds (b 

cua) pi uit (U) Al of gui (c 
.L iles 

ob le a (Y) lil Gi (3 


V =—, Vne IN 
U 


1 iguala Agua Alia (V ) cÍ o (a 
U va úl  n ANS V, «sisi (b 
. ns 


. lim U, à de agi (c 


N—}+00 
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Exercice 13 (Traduit) 


On considère la suite numérique 


(U, ) définie pour tout entier naturel 


n22 par: U,=>. 


e 
1) Calculer U,, U, et donner 
une valeur décimale à 107? 
près. 
2) Montrer que pour tout n > 2 


2 
on a: E iaa 
U n e 


n 


3) Montrer que pour tout n > 2 


2 
on a: (1+2) MA 
n e de 


En déduire que (U, ) est 
décroissante. 


4) Montrer que pour tout n > 2 


ona: 0<U PEAT ; 


n+ — de n 


En déduire que 


n-2 
o<u,<[21 x£. 
4e e 


5) En déduire lim U, . 


n=% 


se JS Gal (U) Apad guid piei 
n 

.U, == is la n>2 ¿bh 
e 


À yal iail bois UU, wal (1 


107 Gs 
06 n>2 Soi (2 


2 
Lu = (1+2) xl 
U n e 


n 


HÉ n >2 JS gia (3 


Alia (U) Qi úl y 


06 n>2 Soi ii (4 


JimU, ¿Las (5 
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Exercice 14 (Traduit) 


On considère la suite numérique sets Las ¿all (U) All Aiid piai 


(U, ) définie par: 
1 
U, == 1 
! 3 , u= 
2n +2 f 
= U Vn e IN* 2 
n+1 3n n? Üa — 2n + U, i Yne IN* 
3n 
On pose pour tout n de IN* : i 
: V.=-U 
VU. nt De ” n ” Fo 
n 
.IN* 
1) Calculer U, , U,. 
2) Calculer V,; V, . UU 
3) Montrer que (V,) est une suite V; V, cual (2 


géométrique. Déterminer sa raison. Lula sa y Aguas Älta (V) di ds (3 


4) Exprimer V, puis U, en fonction a | . 
„nA U, à V, is Le (4 


de n. 
5) Calculer en fonction de n la sal on Oy cua (5 

: U, U 
somme S, =+ + E ++ n 

U, U U n 

Sa iy En LE 

1 2 3 n 
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I. RESUME DE COURS 
Continuité 


1) Définitions 


f est continue en x, | |lim f(x) = lim f(x) =f(x,) 


XX, 


On dit que f est continue sur l’intervalle I si f est continue en tout point de I. 


2) Propriétés 
= Les fonctions polynómes, la fonction sinus, la fonction cosinus sont 
continues sur IR. 


= La fonction /x est continue sur [0 ; + ol. 


= Une fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son 
ensemble de définition. 


= La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues est 
une fonction continue sur tout intervalle sur lequel elle est définie. 


Autrement dit : 
e Siu et v sont continues sur I, alors : 


o Les fonctions ku, u + v, u x v et u” (k réel et n entier naturel 
non nul) sont continues sur I. 


s o i : : $ 
o Les fonctions—, *, Vu sont continues sur les intervalles où elles 
u 


V 


sont définies. 


e Sila fonction f est continue en a et si la fonction g est continue en f(a) 
alors la fonction gof est continue en a. 


3) Prolongement par continuité 


eag D, ) f admet un prolongement 
> 


elimf(x)=4; feR par continuité g au point a 
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Le prolongement de f est la fonction g définie par: 


=f(x) si xeD, 
g(a) = 


4) Fonctions continues sur un intervalle 


Par une fonction continue : 


L’image d’un intervalle est un intervalle. 


L’image d’un segment est un segment. 


5) Théorème des valeurs intermédiaires 


e f est continue sur I Péquationf (x) =m 
e f(D)=J > |admet au moins une 
eme J solution dans I 


e f est continue sur [a,b] io 


| Péquation f(x) =m 


e m est compris entre f(a) et f(b) 


solution dans [a,b] 


e f est continue sur [a,b] 
ef(a)xf£(b)<0 


> |admet au moins une 


| l'équation f(x) = 0 


solution dans [a,b] 


6) Théorème de la bijection réciproque 


ef : I — J est bijective. 
e f est continue sur I, ef” est continue sur J. 
e f est strictement ef” est de même sens de variation de f. 
monotone sur I, = ef” est bijective de J sur I. 
ef(D=J. e les courbes de f et f™ sont symétriques par 
rapport à la droite y = x. 


Remarques 


Le théorème des valeurs intermédiaires montre l’existence d’une solution à 


Péquation f(x)=0. Le théorème de la bijection réciproque en assure l’unicité. 
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Dérivation 


1) Nombre dérivé — dérivabilité 


f est dérivable liim f(x)-f(x) 


, est un nombre réel 
au point x, x>% X—X 


0 


Nombre dérivé : f'(x,)= lim dma = lim es 2 (x) 


X—X9 x= Xo h>0 


f est dérivable sur l’intervalle I si f est dérivable en tout point x, de I. 


e Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur I ( La 
réciproque est fausse). 


2) Dérivées usuelles 


Domaine A 
E PES A O Domaine de 
Fonction Dérivée de Fonction Dérivée A 
PRE di dérivation 
dérivation 
k réel 0 ]-<o, +00 sinx cosx ]—,+{{ 
(Constante) 
ax+b a + cosx -sinx |, +00] 
x",n>0 nx" + tan x 1+tan° x T T 
2’ 2 
1 E R' m| [1 R' 
x x? xX 
Jx 1 ]0, +| e* e* }+| 
2. X 
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3) Opérations sur les dérivées 


Fonction Dérivée 
au au' 
u+v u'+v' 
Ue y u'ev+uev' 
1 E 
u u’ 
u u'ev-uev' 
V v’ 
Vu EM 
2Vu 
(u)" nu'(u)”” 
uoy v'.(u'o y) 
4) Dérivée de la réciproque 
e f : I > J est bijective, ef” est dérivable sur J, 
f est dérivable sur I, > 
e İv: u js (1)6 _ : 
e f'(x) + 0 pour tout xe I. £'(ET (x)) 
f (b)= 
e f(a)=b LS 
ef'(a)=c e (17) (b) = l 2l 
f'(a) c 


5) Inégalités des accroissements finis 


e f est dérivable sur I, 
ea,beI,a < b, 


m <f'(x)<M sur I. 


[£*Go|< M sur I. 


e il existe m, Me R tels que : 


e f est dérivable sur I, 
e il existe Me R tel que: 


m(b-—a) <f(b)-f(a) < M(b—a) 


f(b)—f(a)| < M|b —a] 
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Courbes : symétries — asymptotes — tangentes 


Soit f une fonction numérique et C, sa courbe représentative dans un repère 


orthonormé. 


1) Eléments de symétrie 


Si, pour tout xe D,, on a alors, C admet ... 

2a-xe D, et... 

f(2a—x) = f(x) la droite d’équation x=a comme axe de symétrie. 

f(2a— x) = 2b —f(x) le point M(a,b) comme centre de symétrie. 

f(x) =f (x) Paxe (Oy) comme axe de symétrie et f est paire. 

f(-x) = (x) l’origine O comme centre de symétrie et f est 
impaire. 


2) Asymptotes parallèles aux axes 


Si... alors la courbe C, possede une asymptote ... 
lim f(x) = +0 verticale d’équation x=x, 
mio, horizontale d’équation y=y, 


3) Asymptote oblique et branches paraboliques 


Si lim f(x) =+, on calcule lim fœ | Trois cas se présentent : 
X—+00 x- Y 


Si... alors... 

lim É® = 4o C admet une branche parabolique de direction 

m X (Oy) en +. 

tim © -0 C admet une branche parabolique de direction 

FX (Ox) en +. 
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im le: sace R 


x>+o xk 


on calcule lim(f(x)-ax) : 
X>+ 


e Soit lim (£()—ax) = , alors C admet une branche parabolique de 


direction la droite d’équation y =ax 


e Soit lim(f(x)—ax)=b,avec be R, alors C admet une asymptote oblique, 


c’est la droite d’équation y=ax+b . 


Cela est équivalent à chacune des situations suivantes : 


Jim (f(x)- (ax +b)) = 0 f(x)=ax+b+q(x), azx0 
lim (x) = 0 


Le signe de d(x)=f(x)-(ax+b) détermine les positions relatives de C et son 
asymptote oblique. 


N.B : les définitions ci-dessus sont analogues lorsque x tend vers —co, 


4) Tangentes 


Si.. alors... 

f est dérivable en x, C admet une tangente en 
M5, (X.Y o) 

D est la tangente à C en M,(x,,y,) L’équation de D : 

D n’est pas verticale. y =P (%, (Xxx ,) +(x,) 

la tangente D// la droite d’équation y =ux+8 f'(x,)=u 

la tangente D 1 la droite d’équation y =ux+ô uf '(x,)=-1 

la tangente D est horizontale f'(x,)=0 

m (x)-f(x,) C admet une tangente (ou 

1 Ss 00 

x20 X-X, demi tangente) verticale 

d’équation x=x,. 
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IL QUESTIONNAIRES A CHOIX MULTIPLE 


QCM 1 


On considère une fonction numérique f dérivable sur son domaine de 
définition D, , de dérivée f'. Son tableau de variation est donné ci-dessous. 


On nomme (C)la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni 


d’un repère orthogonal (O;i, j) : 


X —00 


f'(x) + 


f(x) 


ae h a 


Pour chaque question, parmi les réponses proposées, une seule réponse est 


exacte. Préciser la bonne réponse. 


N° | Question Réponse | Réponse | Réponse | Réponse 
A B C D 
1 | L’ensemble de définition R\{-2} | R\{23} R\{2} R 
de fest: 
2 | L’équation f(x) =0 admet 3 2 1 solution | aucune 
dans D, exactement : solutions solutions solution 
3 | La courbe (C)admet une x=3 x=2 y =2 y=3 
asymptote d’équation : 
4 |Lafonction fest une paire impaire | nipaire | monotone 
fonction : ni 
impaire 
5 | L*équation de la tangente à x=1 y=2 y=3x+2 | y=2x+3 
(C) au point d’abscisse 
Xx, =3 est: 
6 f 0 -3 +00 
lim a) est égale a : ns 
x>— X 
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QCM 2 


` 


Dans le plan rapporté à un 
repère orthonormal, la courbe 
(C) ci-contre représente une 
fonction f définie et dérivable 


sur R. La droite (T) est 


tangente à la courbe (C) au 
point A d’abscisse 1. La droite 
d’équation y=0 est 
asymptote à la courbe (C) en 
+00, 


La courbe (C) admet une 


branche parabolique de direction (Oy e en -00, 


Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées à chaque question 
est correcte. Préciser la bonne réponse. 


N° | Question Réponse A Réponse B Réponse C | Réponse D 
1 Ona f (0) = f'(0)=e f'(0)=0 f(0) =-1 
2 Le coefficient 0 1 -1 3 


directeur de la 
droite (T) est 


égal à : 
3 Ona lim f(x)=0 | limf(x)=+> | limf(x)=0 | lim f(x) =6 
X— +0 x—0 x—4 X> +0 
4 L’équation n’a pas de a une unique a deux a trois 
f(x) =2 solution solution solutions solutions 
5 |Ona f(1)= f()=1 f(1)=2 f(1)=3 
6 f(x) 0 +20 —o00 1 
lim — = 
x>— X 
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES 


Exercice 1 


Calculer les limites suivantes (Expliquer la méthode de levée d'indétermination): 
3x° -7x +x+2 


ini x? —4 
10 qe 

lim 

x>3 x-3 

lim (x—/x) 

Exercice 2 
x-1 

Soit f(x) = yx T Calculer limf(x) par trois méthodes 

Xa x> 

Exercice 3 


Calculer lim f(x) dans chacun des cas suivants : 
X>+00 


1) f(x) =V4x?*+1-x 
2) f(x) =Vx*+1-x 


Exercice 4 


On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = -xf +2x° +x et soit 


(C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (oi, i) ; 


1) Déterminer une équation de la tangente T à la courbe (C) au point A(-1, 0). 


2) Montrer que cette droite est aussi tangente à (C) en un autre point que l'on 
précisera. 


3) Montrer que la courbe (C) admet des tangentes horizontales en trois points 
d’abscisses &,B et y vérifiant: —0,9<a<-—0,8, 0,3<PB<-0,2 et 
11<y<1,2. 
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Exercice 5 


Déterminer les réels a, b, c pour que la courbe de la fonction 


f(x)=ax+b+— : 
x—1 


e passe par le point A(2 ; 4), 
e _admette au point A(2 ; 4), une tangente horizontale, et 
e aie au point d'abscisse 3 une tangente parallèle à la droite d'équation 


y=x+4 


4 
2) Vérifier que le point 54) est un centre de symétrie de la courbe de f. 


Exercice 6 


4 4 
Soit g(x) =7x-—1+ . 
MIDA E a 


1) Dresser le tableau de variations de g . 

2) Montrer que la courbe (C) de g admet deux asymptotes dont l’une (D) est 
oblique et préciser la position de (D) par rapport à (C). 

3) Déterminer la tangente (T) à (C) au point d’abscisse 3. Déterminer la 
position de (T) par rapport à (C). 

4) Tracer soigneusement (T), (D) et (C) dans un repère orthonormé. 

5) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du paramètre réel m, le 
nombre de solutions de l’équation 4x’ —(3m+7)x+3m+7=0. Retrouver les 


résultats algébriquement. 
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Exercice 7 


1) Soit P(x) =x +6x° —-16x+9. 
Déterminer une racine évidente de P , factoriser P et déterminer son signe. 


312 43x+5 


2) Soit f(x) =" 
X + 


, Soit C sa courbe représentative dans un repère 


orthonormé d'unité 2 cm. 


a) Déterminer D, l’ensemble de définition de f. 
b) Montrer que f est dérivable sur D,. Calculer sa dérivée et vérifier que 


rs. PŒ 
O E 


c) Dresser le tableau de variations de f. 


c 
x? +3 


3.a) Trouver a, b, c tels que pour tout x de D,: f(x)=ax+b+ 
b) Montrer que C a une asymptote D et étudier la position de C par rapport à 
D. 

c) Tracez D et C. 


4.a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on 


déterminera. 


b) Représenter (C) et(C')la courbe de f™ , dans un nouveau repère. 


c) Calculer (17 ) (0). 


Exercice 8 


1) On considère le polynôme P(x) = x” —3x° +2. 
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a) Calculer P(1) et factoriser P(x). 
b) Etudier le signe de P(x). 


2) On considère la fonction f définie sur R—{2} par : 


et C sa courbe représentative dans un repère orthogonal (en abscisse 1 cm 
pour 1 unité, en ordonnée 1 cm pour 2 unités). 

a) Déterminer les limites de f en +00, en -et en 2. Préciser les asymptotes 
verticales et horizontales éventuelles. 


2P(x) 
(x-2y ` 


b) Montrer que f'(x) = 


c) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation. 


3) Pour quelle abscisse a la tangente au point d’abscisse a est-elle 


horizontale ? Justifier. 


4)Trouver a, b, c et d tels que pour tout x de D, : 


f(x) =ax*+bx+c+ d p 
x—2 


5) On appelle g la fonction définie par g(x)=x?+2x+1 et P sa courbe 
représentative. 


a) Déterminer les limites en + et en — de f(x) — g(x). Que peut-on en 


déduire sur les courbes C et P ? 
b) Etudier la position relative de C et P. 


c) Tracer C, T et P dans le même repère. 


Généralités sur les fonctions numériques 106 


02_Maths SN Inner.indd 106 03/02/21 9:03 pm 


IV. CORRIGES DES EXERCICES 


Corrigé 1 
37x? 2 
meer 
x>2 x —4 


En remplaçant chaque x par 2 on reconnaît une forme d’indétermination du 
type « Y » 

0 
Pour lever l’indétermination ici, on factorise et on simplifie par le terme qui 
s’annule pour x= 2 ; (l’origine de l’indétermination). 


Pour factoriser on peut utiliser une identification, une division euclidienne ou 
le tableau d’Horner. 


On obtient 


3x°— 7x? +x+2 : (x-21(3x* -x-1) : 3x? -x-1 


+2. 
A (x=2)(x +2) a à 


On remplace après la modification d’écriture : 


3x? -7x +x+2 3x’ -x-1 32 -2-1 9 


lim = = lim ; 
x>2 x —4 22 x+2 2+2 4 
10 10 
2) ii 
x23 x—3 


Pour lever l’indétermination ici, on peut appliquer un taux d’accroissement : 


x8 3 _ u(x) -u(3) 


On pose u(x) = x!’ , donc u'(x) = 10x° et 
x—3 x-3 


EA PO mó 


x23 x-3 x>3 x-3 
3) lim (x— x) : 


Pour lever l’indétermination ici, on factorise par le terme prépondérant : 
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1 
Pour x>0, A at car pour x>0, x=(vx). 
X 


lim (x— VX) = lim x(1--—)= +æ car Jim (1 Let lim x= +o. 


X>+ 4X 


Corrigé 2 


f(x) = et limf(x) : 
x-1 X>1 


Méthode 1 
Pour faire apparaître le facteur x—1 au numérateur, multiplions et divisons 


f(x) par la quantité conjuguée du numérateur. 
Qx-DQx+D > x-1 _ 1 
G-DGQx+D (&-DVx+1) Vx+1 


Pour x> 0 et x#1, f(x)= 


1 1 
Or lim—— mn. donc Umie e 


X>1 = 


Méthode 2 
Appliquer un taux d’accroissement : 


On pose u(x) = Jx , donc u'(x) = K et f(x)= OS ó 


o ms Lot 
x—1 x—1 x-1 241 2 
Méthode 3 


Factoriser et simplifier par Vx -1 (origine de l’indétermination): Pour x > 0 


et xzl ona: vx- E : 
| Ea dir 


1 
D lim f(x) = lim ——— 
oae x>al ( ) x>al a” 2 


108 
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Corrigé 3 


1) f(x)=V4x +1-x 


Pour lever l’indétermination ici, on procède à un changement d’écriture : 


Pour x>0, 


1 1 1 1 
4x? + =,/4x? 1+—) = V4x? 1+— =|2x ¿14- =2x J+- . 
( 1 4x? | | 4x? 4x? 
1 1 
Donc pour x>0, f(x)=2x ,/1+—-x=x(2,/1+—— -1). 
4x 4x 
1 


Or lim x=+ et lim (2 +, —1)=1 donc lim f(x) = +% 
X>+o0 X>+ 4x X—+00 


2) f(x) =Vx?+1-x 


Une factorisation identique à celle de l’exercice précédent ne nous permet pas 


| 1 
de conclure. En effet: pour x >0, f(x) = x | re a et application des 
xX 


théorèmes nous ramène à une autre forme indéterminée « œx 0 ». 


Voici une technique très utilisée pour modifier l’écriture d’une fonction 
irrationnelle. 


Multiplions et divisons f(x) par son expression conjuguée x” +1+x 


(on fait ainsi apparaître au numérateur l’identité remarquable 
(a+bla—b)=a*-—b? ): 
pour x>0, f(x) ASI +14x) (x? +1)-x° 1 
X = = a | 
| Vx +1+x Vx +1+x la 


Alors lim(Vx?+1+x)=+ donc lim f(x)=0. 
X +00 X>+00 


Corrigé 4 


1) L’équation de la tangente est du type y =f '(x,(x—x,)+f(x,). 
Ona f(x) =-x"+2x” +x donc f '(x) =-4x* +4x+1 d’où f'(-1)=1 et 
f(-1) =-14+2-1=0. 
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L’équation de la tangente T est donc y = 1(x+ 1) +09 y=x+1. 
2) Cherchons les points de la courbe où la tangente a pour coefficient directeur 
celui de T, c'est-à-dire 1 : 

f'(x)=1 > 4x" +4x+1=1 05 -4x +4x=00 dx (x? +1)=0 

Cette équation a trois solutions : 0,1 et-1. 


La tangente au point d’abscisse 0 a pour équation y = x , équation différente 
de celle de T. 


On vérifie par le calcul que : £'(1) =-44+4+1=1 et f (1) = 2 d’où la tangente 
au point d’abscisse 1 a pour équation : y = 1(x-1) +2 y =x+1. C'est bien 


la même équation de T. Alors T est tangente à (C) en deux points A(-1, 0) et 
B(1, 2). 


3) Il suffit de montrer que l’équation f '(x)=0 admet trois solutions 0, fB et y 
vérifiant : —0,9 <a < —0,8, —0,3 < B < —0,2 et 1,1<y<1,2. 

Ona: f'(x) =—4x° +4x+1 . f’ est une fonction polynôme, donc continue sur R. 
Appliquons le théorème des valeurs intermédiaires : 

f” est une fonction polynôme, donc continue sur R. 

f '(—0,9) = 0,316 et f '(—0,8) = —0,152 = f '(—0,9)xf '(—0,8) < 0. Donc l’équation 
f'(x)=0 admet une solution o telle que —0,9 < & < —0,8. 

f '(—0,3) = 0,092 et f '(—0,2) = 40,232 > f '(—0,3)xf '(—0,2) < 0 . Donc l’équation 
f '(x) =0 admet une solution $ telle que —0,3 < B < —0,2. 

f '(1,1) = 0,076 et £'(1,2) = -1,112 >f '(1,1)xf '(1,2) < 0. Donc l’équation 

f'(x) =0 admet une solution y telle que 1,1 < y<1,2. 


Conclusion : 

La courbe (C) admet des tangentes horizontales en trois points d’abscisses of et 
y vérifiant : —0,9 <a <—0,8, —0,3 < B < —0,2 et 1,1<7y<1,2. 

(Voir la figure) 
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Corrigé 5 


1) La courbe de la fonction f(x) = ax+b + a passe par A (2 ; 4) si f(2)=4. 
X — 


Donc 2a+b+c=4 ; 


On a f'(x)=a- . Si(C) a une tangente horizontale au point A(2 ; 4), 


c 
(x-1? 


alors f '(2)=0. Donc a— =0>a=c 


-e 
(2-1) 
Si (C) a au point d'abscisse 3 une tangente parallèle à la droite d'équation 
y=x+4, alors f (3) =1, (le coefficient directeur de la droite). On a donc 


a =1. Alors alo a. 
4 4 


3 
Donc ona: 
2a+b+c=4 
a=c 
4 
a=— 
3 
4 4 4 4 
Enfin on obtient a = —,b = 0 et c = —, soit f(x) =7x+ ; 
3? 3” 3 3x-1) 
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2) Il suffit de montrer que Vxe D,,2-xe D, et f(2-x)+f(x) => 


Ona xe D, Sx+192-x+1502-xeD, 
Ona 
4 4 
+—x+ 
3Q-x-1) 3 3(x-1) 
4 4 4 4 
== + ER 
3 3(x-1) 3 3Mx-1) 


4 


Alors le point Q (15) est un centre de symétrie de la courbe de f. 


Corrigé 6 


4 
3x-3" 


Soit 8009 = Lx 14 


1) La fonction g est une fonction rationnelle définie sur R\{1}. Donc f est 
continue et dérivable sur son domaine de définition. 


4 enr) se 


SE Gp al ao 3 ai 


g)=05xx-2)=05(x=0 ou x=2). 
7 
80) ==> et g(2)=3. 


Le signe de g'(x) est celui de x(x—2). 


lim + =—oo et lim à =0.Donc lim g(x) = —o 
x | 3 x | 3x — 3 x>-00 


lim | =+ et lim 4 =0. Donc lim g(x) = +00 
x>+o| 3 x—>+0 | 3x — 3 


X—+00 


lim (3x-3) =0" > im 2 }- —oo — lim g(x) = —oo 
xor xor X — 3 xo 
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lim (3x-3) =0* > im 
x>1*+ xr | 3x — 3 


j> lim g(x) = +00 
x1* 


Tableau de variation : 


2) On a lim g(x) =—c et lim g(x) = +. Alors la droite d’équation x = 1 est 
xa x>1* 
une asymptote verticale a (C). 


D’autre part, ona lim g(x)=+c, lim g(x)=—< et 
x> +00 x>—0w0 


4 4 
lim| g(x)-| 7x—1 | |= lim =0. Alors la droite D d’équation y = 7. 1 
xs 3 x>% 3x — 3 3 


est une asymptote oblique à (C). 


Pour étudier la position de (D) par rapport à (C), on étudie le signe de 


d(x) = g(x) — ($x -1) . Le signe de d(x) est celui de 3x-3 car d(x) = 3 


Lorsque x > 1, 


est positif, (C) est au dessus de D, lorsque x < 1, 
3x —3 3x —3 


est négatif,(C) est en dessous de D. 


3) L’équation de (T): y=g'(3)(x-3)+g(3) 


11 
IE 


nr 
y 3 


Pour déterminer la position de (T) par rapport à (C) on a : 


2 4 4 2 
g(x)-| x+- |=—-x-1+ —X— 
3} 3 3(x-1) 3 
Généralités sur les fonctions numériques 113 


02_Maths SN Inner.indd 113 03/02/21 9:03 pm 


3 3 "3D 
09-[x+3) x? —6x+9 
E 3) 3D 
2 a-3Y 
800 -(+ +) 3(x—1) 


Le signe est celui du numérateur : 


2 
Lorsque x > 1, 5 a est positif, (C) est au dessus de T, lorsque x < 1, 
X — 


(x-3) 
3(x—1) 


est négatif, (C) est en dessous de T. 


4) Représentation graphique 
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5) L'équation 4x° —-(3m+7)x+3m>+7=0 équivaut à 
4x’ -3mx -7x +3m +7 =0 & 4x’ -7x+7=3m(x-1) 
: 4x? -7x +47 
~ 3(x-1) 
4 
3x —3 


4 
Sm=-—x-1+ 
3 


S m = g(x) 


y =m 
e 
y = g(x) 
Le nombre de solutions de cette équation est le nombre de points 


d'intersections de la courbe (C) de g avec la droite (horizontale) A, 


d’équation y=m. 
Les solutions sont les abscisses des points d’intersection de (C)et A,, 


D’après la représentation graphique de g, on déduit le tableau suivant : 


valeurs du | nombre nombre de 
paramètre m d’intersection de | solutions 
(Cet An 
2 2 
m < —— 
7 1 (tangente) 1 
m=—— 
3 
0 0 
——<m< 3 
m = 3 1 (tangente) 1 
m >3 2 2 


Pour retrouver ces résultats algébriquement, on étudie le signe du 
discriminant de l’équation 4x°—-(3m+7)x+3m+7=0. 
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A=(3m+7) —16(3m + 7) = (3m +7)(3m —9). Le discriminant s’annule pour 


7 
deux valeurs : M = -3 et m=3. 


valeurs du | Signe du | nombre de 
paramètre m A=(3m+7)(3m—9) | solutions 
A>0 2 
m <—— 
3 
7 A=0 1 
m=—— 
3 
A<0 0 
——<m<3 i 
m=3 A=0 1 
m > 3 A>0 2 
Corrigé 7 


1) Soit P(x) = xf +6x? —16x+9. 


On remarque que P(1)=1+6-16+9=0. Donc 1 est une racine évidente de 
P. On peut alors factoriser P(x) par (x — 1) : 


On peut utiliser le tableau d’Horner : 


1 0 6 -16 9 
1 1 1 7 -9 
1 1 7 -9 0 


Donc P(x)=(x-1)(x" +x°+7x—9) 


On remarque que 1 est une racine évidente de x°+x°+7x-—9, 
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On peut utiliser de nouveau le tableau d*Horner : 


1 1 7 -9 
1 1 2 
1 2 9 


Ce qui donne x°+x°+7x—-9—(x—1)(x" +2x+9). 
Enfin on obtient:  P(x)=(x—1) (x +2x+9). 


Le discriminant du trinôme x? +2x+9 est négatif : A=4-36=-32, donc le 
trinôme est du signe de (+1), positif. 


Conclusion : P(x) =(x—1) (x? +2x+9) est toujours positif. 


32 43x 45 


x? + 


2.a) La fonction f(x) =? 


A 


est de domaine de définition D, = 


puisque x”+3>0,Vxe R. 
b) La fonction f est rationnelle, donc dérivable sur son domaine de définition. 


(3x? -2x +31? +3)-(x% -x° + 3x + 5)(2x) 


fx) = 
Go) +3) 


__x°+6x"—16x+9 


P(x) 
f'(x) = 
G +3) 


(x? +3) 
c) D’après 1) on a Vxe D,,P(x) 20 . Alors Vxe D,,f '(x) > 0. La fonction f est 
croissante sur R. 


d’où f'(x)= 


3 2 3 

. . X-X +3x+5 , X R 

Ona lim f(x)= lim =: = lim — = lim x =- 
x>-00 x>-00 x +3 Xe X X>-00 


3 2 3 
. >. X —X +3x+5 XK . 

lim f(x) = lim 3 = lim — = lim x = +00 
X>+ X>-+00 x +3 x>+o X x>+00 


Tableau de variations de f : 


X —00 Fe 
f'(x) + 
+ 00 
f(x) À 
—00 
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3.a) On utilise une identification pour déterminer les réels a,b et c tels que : 


f(x) = ax +b + 7 
G x? +3 


c _ax+bx"+3ax+3b+c 


ax+b+—— = 3 
x +3 x +3 


ax°+bx/+3ax+3b+c x°-x"+3x+5 


x +3 x° +3 í 
a=1 
=-1 
Par identification : 
3a=3 
3b+c=5 


On obtient donc : a = 1, b = -1,c = 8. 


Alors Vxe D,, ona: f(x)=x-1+——. 
X +3 


b) Or lim (£(x) -(x-1)) = lim E ~ 0, on en déduit que la droite D 
X— too x>io X + 


d’équation y=x-—1 est une asymptote à (C). 


Comme f(x)-(x-1)= 3 3 >0, Vxe D,, la courbe (C) est au-dessus de D 


Xx + 
toujours. 
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c) Représentation graphique : 


4.a) D’après l’étude de f et son tableau de variations on a : 
e f est continue sur |-«o;+o0o[ ; 
e fest strictement croissante (monotone) sur ]-<o; +| : 
e  limf(x)=—<; lim f(x)=+0. 
x>-00 x> + 
Donc f :]-— «0; +=[——> J =]- 00; +0o[ réalise une bijection. 


b) Construction : 


Les courbes(C) et (C')sont symétriques l’une a l’autre par rapport à la droite 
d’équation y =x : 


La courbe (C) La courbe (C?) 
Admet une asymptote oblique | Admet une asymptote oblique 
d’équation y =x-1 d’équation x=y-—1 soit y =x+1 
5 5 
Coupe (Oy) en (0;3) Coupe (Ox) 0 
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Coupe (Ox) en (-1,0) 


Coupe (Oy) en (0,-1) 


©) Ona (£”)'(0) = 


£”(0)=-1 car f(-D)=0, et f(x) = 


f'€ 0) 


x* +6x? -16x +9 


Donc (£~) "(0) = 


PETO) ECD 2° 


(x? +3) 


>f'(-1)=2. 


Corrigé 8 


1.a) On a P(x) =x° -3x +2 > P(1)=1-3+2=0. 


En utilisant la division euclidienne (ou le tableau d’Horner ou l’identification) 


on obtient : P(x)=(x-1)\(x°—-2x-2). 
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b) Pour le trinôme (x°-2x-—2),on a A =12= (2V3 Y d’où les racines 


X, =1-3,x, =1+/3 


Tableau de signes : 


X a l=43 1 1+./3 + 00 
x-1 - - + + 
x -2x-2 + : = + 
P(X) - + - + 
3 
2) E si 


a) Calcul de limites : 


3 3 
. . X —3x+2 . x f > ; 
lim f(x)= lim PO i lim A lim x“ =+. Il n y a pas d’asymptote 
horizontale. 


lim(x* -3x+2)=4> 0. Alors : 
lim (x-2) = 07 > lim f(x) = — et lim (x-2) = 0* > lim f(x) = +. 
x>2 x>o2 x>2* x>2* 


Alors la courbe admet une asymptote verticale d’équation x = 2. 


b) Calcul de la dérivée : 


3 
On a a. RA Alors : 
fx) = (3x? —3)(x-2)-(x° - 3x + 2) 
(x-2 
a= 3x° -3x -6x +6- x° +3x-2 
p (x-2) 
3 2 
Fo) = 2x — 6x i 
(x-2) 
roy PO 
(x-2) 
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c) Le sens de variation de f 
dépend uniquement du 
signe de P. On a donc le 
tableau de variations 
suivant : 


y, =f(1-4/3)=-1,4 et y, =f(1+V3) = 19,3. 


3) La tangente est horizontale lorsque la dérivée s’annule, soit pour 
1,1-43,14+43. 
4) Si pour tout x de D,: 


d _ax*-2ax”+bx”-2bx+cx-2c+d 


ax +bx+c+ alors 
x—2 x—2 
3 2 
ac+bxres $ -2 +(b—2a)x +(c—2b)x-2c+d 
x—2 x—2 
3 2 3 —2 2 _2 _2 
f(x)= ax" +bx+c+ x'—3x+2 ax +(b—2a)x +(c-2b)x-2c+d 
a x-2 x—2 
a=1 a=1 


b-2a=0 b=2a=2 
e 

c—2b =-3 c=2b-3=1 

d—2c=2 d=2c+2-4 


par identification des coefficients : 


Alors f(x) = x? jota À AE D.. 
x—2 f 


4 
x-2` 


5. a) On a : f(x)- g(x) = 


4 > =(). Donc les deux courbes sont 


Alors lim (f(x) —g(x))= lim m 


asymptotes. 
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b) Pour la position relative, il est clair que le signe de f(x) —g(x) est celui de 
4 . 
x-2 ` 


x<2>f(x)-g(x)<0 et C est en dessous de P 


x>2>f(x)-g(x)>0 et C est au-dessus de P. 
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VY. EXERCICES DE SYNTHESE 


Exercice 1 


2 
Soit f la fonction numérique définie par (y). et (C)sa courbe 
X 


représentative dans un repère orthonormé d’unité 1 cm. 


1.a) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux 
bornes de ce domaine. 


b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation 


c 
2x+2 


2.a) Déterminer les réels a,b et c tels que f(x)=ax+b+ 


b) En déduire que (C)admet une asymptote oblique A, dont on donnera 
l'équation. 

c) Etudier la position relative entre (C) et A 

3. a) Construire la courbe (C) et ses asymptotes. 

b) Montrer que (C) admet un centre de symétrie que l’on précisera. 


4) Soit g la restriction de f sur l’intervalle I = ]0,+[ 


a) Montrer que g est une bijection de ]0,+-[ sur un intervalle Jque l’on 


déterminera. 
b) Déterminer g” TV et (g7 y A à 
4 4 


c) Montrer que l’équation g(x)=x admet une unique solution a que l’on 


déterminera la valeur exacte et une valeur approchée à 107 près. 


d) Tracer, dans le même repère, la courbe (C') de la fonctiong” . 
5) On considère l’intervalle K =[2;3] 


a) Montrer que, xe K implique que Vxe K, f(x)e K 


b) Montrer que Vxe K, |f’(x)|< 


D | 


6) Soit (u, )la suite définie par u, =2 et u,,, =g(u,) 
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a) Montrer que VneN,u,eK. 


b) Montrer que Vne N, ju,,, -a|< lu, — al. 


n+l 
c) En déduire que Vne N, |u, -a| < — 


d) En déduire la limite de (u,). 


Exercice 2 


Partie A 
Soit la fonction numérique définie par g(x)=x"-3x-4 
1) Dresser le tableau de variation de g. 
2) Montrer que l’équation g(x)= 0 admet une unique solution à dans R et que 


2<a<3. 
3) Donner le signe de g(x) sur R. 
Partie B 
On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = + za et soit (C) sa 


courbe représentative dans un repère orthonormé (oi, j) 
1.a) Calculer lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x). 
xo. x>o-1* xr x—1t 


b) Interpréter graphiquement les limites précédentes. 
x+2 


x?-1 


2.a) Montrer queVxe D,, f(x)=x+2+ 


b) En déduire que la courbe (C) admet une asymptote oblique A à préciser 
puis étudier la position relative de (C) et A . 
c) Calculer lim f(x) , lim f(x). 


xg(x) 


3) Montrer que Vxe D,, f(x) = E 


En déduire le signe de f’(x) sur D, (On 


pourra utiliser A.3). 
4) Dresser le tableau de variations de f. 
5) Déterminer les points de (C) où la tangente est parallèle la droite d’équation 


y=x+2. 
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6) Donner une équation de la tangente de (C) en x, =2 
7) Construire la courbe (C) 


8) Soit h la restriction de f sur l’intervalle I= Hes-1[ 


a) Montrer que h réalise une bijection de I sur un intervalle J à préciser. 


b) Calculer (17) (0). 


Exercice 3 


| | e a x’ -3x+6 
Soit f la fonction de variable réelle définie par : f(x) = A 
X — 
On désigne par C sa courbe représentative dans un repère orthonormé 
(O; i, j) d’unité 2cm. 
1) Déterminer les réels a ;b et c tel que : f(x)=ax+b+ E Vxe D, 
X — 
2) Dresser le tableau de variations de f . 
3) Montrer que C admet deux asymptotes D et D’ dont l’une D est oblique. 
Etudier les positions relatives de D et (C) 
4.a) Donner une équation de la tangente T à la courbe (C) au point d’abscisse 
Xp =1. 
b) Existe-t-il des points de (C) où la tangente est perpendiculaire à 
Pasymptote oblique D ? Si oui, donner des équations de ces tangentes. 
5) Vérifier que pour tout x de D,on a f(4-x)+f(x)=2et interpréter 
graphiquement. 
6) Soit g la restriction de f sur l’intervalle I =J0;2[ . 
a) Montrer que g:I— J réalise une bijection où J est un intervalle que l’on 
déterminera. 


b) Dresser le tableau de variations de g”. 


c) Calculer (g™)'(—4). Donner, par deux méthodes différentes l’équation de 


la droite T’ tangente à (C°) courbe de g” au point d’abscisse x, = -4. 
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7.a) Tracer les courbes (C) et (C°). 


b) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du paramètre réel m, le 
nombre de solutions de l’équation x?-(3+m)x+6+2m=0 . Retrouver ces 
résultats algébriquement. 


Exercice 4 
ER : x' -6x +1 ` 
On considère la fonction f(x) = ——3——— et sa courbe (C) dans un repère 
x` —X 
orthonormé. 
a b c 
1) Trouver a, b et c tels que f(x)=x+—+ + è 


x x-1 x+1 


2) Déterminer l’ensemble de définition de f. Etudier la parité et les variations 
de f. 


3) Calculer les limites de f aux bornes de Dg . Préciser les asymptotes à (C). 
4) Etudier la position de (C) par rapport à la droite D d’équation (y = x). 
5) Tracer D et C. 

6) Résoudre l’équation f(x) = 0. 


Exercice 5 


3 2 
. . EOE x` +2x 
Soit la fonction f, définie sur R\{-1, +1} par f(x) = ——— 7 et C sa courbe 
X — 


représentative dans le plan muni d’un repère orthonormal (o : i, j) (unité : 2 cm) 


Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire. 


Soit g définie sur R par g(x) = x’ —3x—4. 


1) Dresser le tableau de variations de la fonction g. 

2) Montrer qu'il existe un réel œunique tel que g(0) =0. Vérifier que 2<a<3 puis 
déterminer une valeur approchée de &à 5.107! près. 

3) Etudier le signe de g(x) sur R . 

Partie B : Etude de la fonction f. 


1) Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition. 
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xg(x) 


2) Montrer que pour tout x de R\{—1, +1}, f '(x) = En déduire le tableau 


(x-1? 
de variation de f. 
x+2 P 
3) Montrer que pour tout x de R\{-1, +1}, f(x)=x+2+— ` En déduire que C 
X i—i 


admet une asymptote oblique D à l’infini. Etudier la position de C par rapport à D. 
4) Déterminer les abscisses des points de C où la tangente est parallèle à la droite 
d’équation y =x+2 

5) Tracer la droite D, les tangentes du 4. ainsi que la courbe C . 


6) Soit h la restriction de f sur l’intervalle I =[3, +q . 


a) Montrer que h:I>J réalise une bijection où J est un intervalle que l’on 
déterminera. 


b) Dresser le tableau de variations de h '. 


c) Calculer (h”*) Ga ; 


Exercice 6 


x? +2x—3 


Soit f la fonction de variable réelle définie par : f(x) = i 
X + 


On désigne par C sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O; i, j) ; 
1) Déterminer les réels a ;b et c tel que f(x)=ax+b + mr pour tout xe D,. 
X+ 
2) Dresser le tableau de variations de f. Justifier que la courbe C n’admet pas de 


tangentes horizontales. 


3) Montrer que C admet deux asymptotes et que leur point d’intersection est un 
centre de symétrie de C. 


4) Etudier les positions relatives de C et son asymptote oblique. 
5) Préciser les points d’intersections de C avec les axes. 


6) On considère la droite D d’équation 2x — y -1=0. 
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Existe-t-il des points de C où la tangente est parallèle à D ? Si oui, donner des 
équations de ces tangentes. 


7) Tracer la courbe C. 


8) Soit k la restriction de f sur l’intervalle ]—4,+-[ : 
a) Montrer que k réalise une bijection de ]-1, +oo] sur un intervalle J que l’on 
déterminera. 


b) Construire dans un nouveau repère orthonormé, les courbes représentatives de k 
et de sa réciproque . 


c) Calculer k™(0), (k”*)'(0). 


` 


d) Donner l’équation de la tangente T’ à la courbe C’ de k™ au point d’abscisse 0. 


Exercice 7 


Soit f la fonction définie par f(x)=1+ 


et C sa courbe dans un repère 


x 
Vx? +1 
orthonormé 


1) Montrer que pour tout x : f(—-x)=2-f(x) ; Interpréter graphiquement. 
2) Montrer que le point de coordonnées (0;1) est un point d’inflexion. 

3) Etudier les variations de f. 

4)Tracer la courbe de f. 

a) Montrer que f admet une fonction réciproque f”' 

b) Donner l’expression de f~ 


c) Dresser le tableau de variation de f ! Tracer sa courbe. 


Exercice 8 


On considère la fonction numérique fœ = x° +3x-10|. (C) sa courbe 


représentative dans un repère orthonormé (O, i, j) . 


1) Ecrire f sans valeur absolue 
2) Déterminer les asymptotes éventuelles à la courbe (C) 
3) Dresser le tableau de variation 


4) Montrer que la partie de (C) sur [-5,2] est un demi cercle à préciser. 
5) Tracer (C). 
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Exercice 9 (Traduit) 


Soit f la fonction définie par 
2 
2 
f(x) E et C sa courbe dans un 
X — 


repère orthonormé (O;i, j) š 

1) Déterminer D, le domaine de définition 
de f. Déterminer les réels a, b et c tels 
que : 

VxeD,; FG)= ax +b+ 

2) Dresser le tableau de variations de f. 

3) Montrer que la courbe C possède deux 
asymptotes D et D” dont l’une est oblique 
D. Préciser les position relatives de C et D. 
4) Donner une équation de la tangente T à 
la courbe au point d’abscisse x, =—2. 


5.a) Existe-t-il des points de C où la 


tangente est parallèle à la droite 
d’équation 
3x+y+1=0. 


b) Existe-t-il des points de C où la 
tangente est perpendiculaire à l’asymptote 
oblique D. 

6.a) Montrer que la courbe (C) admet le 
point (2(1,3) comme centre de symétrie. 

b) Tracer la courbe (C) après avoir placé 
ses éléments géométriques associés dans le 
repère (O;i,j). 

7.a) Discuter algébriquement, suivant les 
valeurs du paramètre réel m, le nombre de 


solutions de l'équation 
x°+(1-m)x+2+m=0. 

b) Retrouver les résultats précédents 
graphiquement. 


x?+x+2 
1 


Xx — 


f(x) = Asset) Aa GS 


AB ar js çà (ill gina (C) y 

. (O5i,j) Eiis 
JS cas 9D, ill oli a (1 
US Ea a,b,c dial 


.VxeD;; 10) =ax+b+ = 
X — 


LS Joie pu y (2 

D’ 9D cms JÄ (C) dl de (3 
grill aa sas ie D ile aj 
D 499 (C) Aaa 

À (C) ¿all T glad! Aaa 42 3i(4 
Xy =-2 Aalál) eli ihi 

glad! 98% (C) Ga häi aai Ja (a.5 
dla (si aiiu Ljig gė 
f3x+y+1=0 

vila) 198 (C) Ga häi aa gi Ja (b 
€ D Jilall gil ¿de Liga Lys 
Ja ly (O) aid di os (a.6 
. Q(1,3) Ai y JEU 

palal gs de (C) ¿ill dia (b 
(051, j) 214 bachall Luusigli 
bi ai ria y js SL (a.7 
¿ll Ja is m ¿da 
x +(l-mx+2+m=0 

¿Lil Ala) Gu aagi (b 
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Dans les ouvrages de la collection ESSEBIL AU BAC- 
Mathématiques vous trouverez chaque trimestre: 


Y” Des résumés de cours pour réviser rapidement et mémoriser les formules 

Y” Des QCM pour l’entraînement et la maîtrise des notions du programme 

Y” Des exercices corrigés variés et progressifs pour teser et approfondir vos 
connaissances 

Y” Des exercices de synthèse et des problèmes non corrigés pour préparer 
éfficacement l’épreuve du Bac 

Y” Quelques traductions pour améliorer le niveau d’acquisition. 
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